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Introducio

O modelo classico de equilibrio geral tem como sua principal caracteristica, o
fato de que as forgas de mercado e as escolhas dos individuos sempre geram alocagdes
de equilibrio Pareto eficientes na existéncia de mercados completos. Isto ¢, cada agente
agindo individualmente sem qualquer preocupagdo com o bem estar de toda a
sociedade, acaba produzindo um resultado final eficiente onde nenhum agente pode
melhorar sua condicdo sem o que o outro necessariamente piore. Neste modelo, os
precos dos bens se ajustam perfeitamente para que a oferta iguale a demanda, de modo
que dados estes pregos cada agente maximiza sua utilidade para gerar uma alocagdo
Pareto eficiente. Dessa forma, estd implicito no modelo um mundo onde os agentes
cumprem todas as suas promessas e ndo ha qualquer forma de inadimpléncia. Neste
mundo, também supomos que os mercados sejam completos, e que existem todos os
tipos de ativos disponiveis para compra € venda.

A criacdo de um modelo que incorpore ao modelo basico de equilibrio geral
diversas caracteristicas do mundo real pode, entdo, apresentar importantes insights sobre
o funcionamento dos mercados. Condi¢des como a incerteza sobre o estado de natureza
futuro, a inadimpléncia nos mercados financeiros € um nimero finito de tipos de ativos
disponiveis para serem transacionados, apresentam dificuldades para a obten¢do de um
resultado tdo perfeito como no modelo classico.

Neste trabalho sera explorada a possibilidade de um mercado ndo produzir uma
alocacdo de equilibrio eficiente no sentido de Pareto. Para introduzir esta condi¢do no
modelo vamos supor que os agentes ndo sdo obrigados a cumprir suas promessas, ou
seja, eles apenas o fardio se isso lhes for vantajoso. Portanto, pretende-se desenvolver
um modelo de equilibrio geral que incorpora esta caracteristica de inadimpléncia dos
agentes.Vamos supor também, um mundo onde os agentes ndo possuem informagdo
completa para fazer suas escolhas.

No entanto,os modelos de equilibrio geral apresentam um grave problema. Na
medida em que mais variaveis e/ou periodos sdo incluidos no modelo com o objetivo de
tornaTo mais realista, os clculos necessarios para se resolver o problema de otimizagio
e alcangar um exemplo numérico se tornam cada vez mais problematicos. A

complexidade envolvida nos célculos torna dificil a execugdo de estatica comparativa
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para se analisar os resultados obtidos. Portanto, modelos de equilibrio geral ficam
restritos a uma simplicidade excessiva pela complexidade matematica.

A finalidade deste trabalho sera exemplificar e demonstrar de forma clara ¢
precisa uma maneira alternativa para o desenvolvimento de exemplos numéricos em
modelos de equilibrio geral. Desta forma, pretendemos evitar, ou a0 menos amenizar, as
dificuldades numéricas impostas pelos sistemas de otimizagio. A introdugdo de
suposicdes sobre uma suposta solugdo de equilibrio serd utilizada para a resolucdo do
problema. Deste modo, o problema de otimizacio sera resolvido de maneira retroativa,
ou seja, partindo da alocagio final para se chegar as condigdes que deram origem a esta
resolucdo.

O modelo que sera explicado e analisado a seguir foi inicialmente proposto por
Geanakoplos ¢ Zame (1995). O modelo desta monografia é uma versdo modificada

deste original para que se possa alcangar os objetivos propostos.



1- Caracteristicas Gerais

O modelo mais simples de equilibrio geral é constituido por dois agentes que
efetuam trocas em busca de maximizar sua utilidade. Neste modelo, existe apenas um
periodo. Os agentes recebem suas dotagdes ¢ efetuam trocas, mas ndo hd qualquer
continuagio ou tempo futuro. Por sé existir um periodo, ndo ha um mercado financeiro
que venda ativos. A partir deste primeiro modelo, serdo incorporadas caracteristicas
para que se possa alcangar uma situagdo mais real onde seja possivel analisar efeitos

como a inadimpléncia no resultado final.

1.1 - Tempo e Incerteza

A estrutura temporal do modelo serda composta por 2 periodos, periodo 0 e
periodo 1. O periodo 0 ser4 conhecido como o tempo presente, € o periodo 1 serd o visto
como o futuro. Os agentes terdo pleno conhecimento sobre qual € o estado de natureza
no presente, mas ndo terdo certeza sobre quais serdo as condigdes no futuro. Ou seja, 0s
agentes nfio terdo conhecimento de qual serd o estado de natureza vigente no futuro.
Para lidar com este fato, os agentes associardo a cada estado de natureza (n) possivel

uma probabilidade £;, onde:

It S
\ -~

il

~

O presente terd apenas um estado de natureza, conhecido como Sy Neste
perfodo, como foi mencionado anteriormente, ndo hé nenhuma incerteza associada e os
agentes possuem informag¢do completa.

No futuro, consideraremos que existem 2 estados de natureza possiveis: Sy € S>.
Para cada estado de natureza os ambos agentes associario uma mesma probabilidade.
Supondo que o estado de natureza S} ocorre com probabilidade £, e dado que & + ky =
1, o estado de natureza S, ocorrera com probabilidade de (7 — k).

O valor de k; deve ser diferente de 0 e 1. Ou seja, 0 < k; < 1. Caso o valor de &

fosse igual a 1, o agente teria certeza de que tal estado de natureza ocorreria no futuro e
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portanto, eliminaria a incerteza. No caso de k; ser igual a zero, o agente teria certeza que
o outro estado de natureza ocorreria.

Portanto, apesar de possuirem informagdo completa hoje os agentes terdo que
incorporar s decisdes de consumo hoje, a incerteza sobre qual seré o estado de natureza

vigente no futuro.

1.2 - Bens e Depreciacio

Neste modelo, consideraremos que existe apenas um bem disponivel para
consumo. Os agentes receberio dotagdes deste bem no inicio de cada periodo e
efetuardio trocas entre si. Este bem sera conhecido como x.

Este unico bem tera a caracteristica de ser duravel. Ou seja, quando passamos de
um perfodo para outro, este bem ndo se extinguird. Ao ser consumido no periodo 0, o
bem conservard uma parcela do seu valor para o periodo 1. Esta parcela, que sera
chamada de M, equivale a quanto do bem consumido no periodo O estara disponivel
para consumo no periodo 1. Portanto, M deve ter seu valor entre 0 e 1. Analogamente, o
valor (I - M) deve ser entendido como a deprecia¢do sofrida pelo bem ao longo do

tempo, o valor perdido. Portanto, M deve respeitar a seguinte condigdo:
0<M<1

O fato de M ter seu valor estritamente maior que zero vird a ser fundamental
para que possamos introduzir o uso de colateral para garantir promessas, como serd
visto a seguir. M nfio pode assumir valores maiores que 1, pois, em nosso modelo o bem
ndo aumentara de quantidade apos ser consumido. M ndo assume valor igual a 1 pois,
nesse caso, ndo haveria depreciagio, dado que o valor integral do bem seria conservado
para o periodo seguinte. Apesar de estarmos considerando que M tem seu valor
estritamente menor do que 1 nem todos os modelos de equilibrio geral tem esta
caracteristica. Modelos que incorporam tecnologias de produgio podem assumir que M
seja maior ou igual a 1.

Por ser este o unico bem desta economia, seu pre¢o sera considerado o

numerario e tera seu valor fixado em 1.
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1.3 - Ativos e Colateral

Um ativo garantido por colateral é definido como um par (4,C), onde 4 € uma
promessa de pagamento futuro ou um valor de face, e C é a quantidade de bens que sera
usada como colateral para garantir o cumprimento do contrato. O prego do ativo no
periodo 0, sera definido por g. O ativo no periodo 1 néio € transacionado e tem seu
prego igual a 0, por nfio existir um terceiro periodo onde se possa efetuar os pagamentos
prometidos pelo ativo. Consideraremos que existe apenas um ativo disponivel para
compra em nossa economia.

Um ativo comprado em S,, determina que no periodo 1, o agente que vendeu o
ativo, faca uma entrega 4 ao agente que comprou o ativo, ou em caso de default, que
seja entregue o valor depreciado do colateral envolvido.

Dessa forma, o agente que vendeu o ativo no periodo 0 se depara com uma
escolha no periodo seguinte. Ele deve escolher entre pagar o que foi prometido no
periodo 0, ou aplicar um default e entregar o colateral envolvido na transagdo. Portanto,
o retorno do ativo depender da escolha feita por este individuo. Para cada estado de
natureza i, o ativo processa 0 pagamento A4;, no entanto, exigird sempre um mesmo nivel
de colateral C.

Assim sendo, teremos que o pagamento (R) do ativo sera definido como:

R;=Min { 4;, M.C } ; para cada estado de natureza i

Neste momento, a condi¢io de que M seja estritamente maior do que 0 se mostra
fundamental para a construgdo do modelo. Caso M fosse igual a zero e o bem se
extinguisse apés o consumo em Sy, ou seja, sofresse depreciagdo completa, o valor do
colateral também seria igual 0. As promessas feitas na compra de ativos nio poderiam
ser garantidas por meio de colateral, dado que os agentes sempre optariam por aplicar
default para qualquer que fosse a quantidade C de colateral usado. O valor de M.C seria
sempre igual a 0 no periodo seguinte. Conseqiientemente, o retorno dos ativos seria
sempre 0, dado que nenhum agente efetuaria os pagamentos prometidos e todos iriam
optar por aplicar um default estratégico, onde os agentes tem condigdes de efetuar os

pagamentos prometidos mas ndo o fazem por ndo ser vantajoso. Os agentes
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compradores de ativos antecipariam essa condi¢do e ndo seriam feitas transagées no
mercado financeiro dado que o retorno do ativo seria igual a zero.

O nivel de inadimpléncia é relacionado negativamente com relagdo ao
pagamento prometido. Portanto, precisamos determinar o nivel de inadimpléncia nesta
economia para determinarmos o retorno médio dos ativos.

A existéncia da fun¢do Min no retorno dos ativos traz dificuldades operacionais
para implementarmos o modelo. Por ndo ser uma fun¢do derivavel, os calculos de
otimizacdo ndo podem ser efetuados para que se faga estitica comparativa. Para

contornarmos esse problema faremos as seguintes suposigdes.

e EmS;; A/ <MC — R=A4

e EmS) A >MC — Ry=MC

Essas hipGteses implicam que no estado de natureza S; os agentes sempre
cumprirdo suas promessas, dado que o valor do colateral é sempre maior que o valor do
pagamento prometido e ndo seria vantajoso aplicar default. Por outro lado, no estado de
natureza S, os agentes sempre aplicardo default e entregario o colateral prometido, uma

vez que o valor do colateral ¢ menor que o da entrega prometida pelo ativo.

1.4 - Agentes e Dotacdes

A economia deste modelo serd composta por dois agentes. No periodo 0, os
agentes irdo comprar € vender bens e ativos procurando maximizar suas utilidades. No
periodo 1, os agentes irdo comprar ¢ vender bens mais uma vez, além de efetuar os
eventuais pagamentos resultantes dos ativos transacionados no periodo 0. Cada agente
estard sujeito apenas a perda do valor depreciado do colateral em caso de default.
Apesar de penalidades extra-econdmicas, como exclusdo do mercado de crédito, serem
comumente utilizadas no mundo real, estas ndo serdo incorporadas no modelo.

Cada agente tomard suas decisdes de consumo procurando maximizar sua
utilidade, dentro de suas possibilidades de consumo. Os gastos de cada agente serdo

entdio limitados por sua riqueza em cada periodo. Essa riqueza sera a dotagdo inicial de
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bens que cada agente recebe no inicio de cada periodo, mais eventuais rendas recebidas
pela compra de ativos no periodo anterior. Dados os 3 estados de natureza em nosso
modelo: So, S e S», cada agente h recebera a dotagdo Wy, Wi € Wy para cada S
respectivamente. As dotagdes devem ser obrigatoriamente maiores que zero para todos
os agentes em todos os perfodos, pois caso contrario pode ndo existir equilibrio. As
transferéncias intertemporais de renda serdo feitas no mercado financeiro através da
compra e venda de ativos. Desta forma, os agentes poderdo distribuir sua renda entre os
dois periodos do modo que Ihe for mais conveniente. No entanto, os agentes podem néo
gerar uma alocacio eficiente pela existéncia de mercados incompletos, ou seja, existe

apenas um ativo para dois estados de natureza possivel no futuro.
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2 - Otimizacio, Utilidade e Restrigdes
Nesta secdo veremos como formular o problema de maximizagdo a ser
. resolvido. Examinaremos, também, o método de otimizagdo com o objetivo de se
- chegar as demandas individuais pelo bem em cada estado de natureza e como

consequéncia a alocagdo final dos recursos. Veremos também quais condi¢des devem

ser verdadeiras para que a oferta iguale a demanda em todos os mercados.

2.1 - Utilidade e Restri¢oes Or¢amentarias

Cada agente A fard escolhas tentando sempre maximizar sua utilidade. Esta

operagdo de maximizag¢do sera restrita pela renda do agente no periodo em questdo. A
utilidade, em nosso modelo, dependera do consumo em S, além da média ponderada do
consumo nos dois possiveis estados de natureza futuros multiplicados por um fator de
desconto conhecido como B. O pardmetro S deve ser maior do que zero pois caso

contrario os agentes ndo teriam nenhum ganho de utilidade com o consumo no periodo

o 1.

! Vamos definir a fungdo utilidade do agente 7 como:

& U (Xon Xiiw Xon) =NXow + B { ki NXin + (1~ ki) \[Xan)
&

B Onde X; corresponde ao consumo no estado de natureza i

As restrigdes orgamentarias dependem do periodo em questio e de qual € o
estado de natureza vigente. Em S, teremos que o consumo do agente A neste periodo
mais as compras de ativos neste periodo (Zy) serfio limitadas pela dotagdo inicial do

agente neste perédo (Wop).

Xow +q.2y = Wy
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No periodo 1, o consumo em cada estado de natureza serd limitado pelo valor
da dotagdo recebida no periodo, W;;, o valor depreciado dos bens consumidos no
periodo anterior e o retorno dos ativos transacionados.

Formalizando, teremos:
Xiwn=Wip + MXgp + R 2y
parai=1¢e2
No periodo 0, existe mais uma restri¢do. Esta restri¢do diz respeito a quantidade
de colateral utilizada pelo agente. O agente nio pode endividar-se com colateral em um
valor maior que o seu consumo no periodo 0. Caso contrario, ele ndo teria como garantir
suas promessas por meio de colateral. Desta forma, teremos que:

Xor2-C2Z,

Apés definidas as restricdes a serem respeitadas, nosso problema de

maximizac¢io esta resumido a:
Max Uy (Xon Xip Xon)

Sujeito a:

o Xon +q.Zy=Won

o Xiy=Wip+MXon+R;.Zy parai=(12)

o Xppz2-CZy

Deve-se ter em mente que o pre¢o do bem x foi fixado em 1, caso o contrario os

valores referentes a consumo e dotagdo deveriam estar sendo multiplicados pelo prego

do bem x. A demanda por ativos (Z;) pode assumir valor positivo ou negativo,

dependendo se o agente é um vendedor ou um comprador de ativos
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2.2 - Método de Otimizacio

A otimizagio da fun¢do utilidade sera feita através do método dos
Multiplicadores de Lagrange. Para implementarmos este método devemos primeiro
escrever o Lagrangeano associado ao problema, depois obter as primeiras derivadas e
iguala-las a zero, para em seguida resolver o sistema. Uma explicagdo mais detalhada
do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange aplicada a este caso ¢ dada no Apéndice.

O Lagrangeano do problema ¢ a fungdo a ser maximizada, subtraida das
restrigdes multiplicadas por um fator A;. Os pardmetros A; que multiplicam as restri¢des

do problema s3o conhecidos como os multiplicadores de Lagrange.

Ll Xon Xin Xon Z) =NKow + B { k. (NXiw) + (1 - ki) AXop )} - Ao (Xon + 4.2 -
Won) - A1 (Xin -Win-MXon-Ri Zp) - A2 (Xop -Won-MXon Ry.Zy) - A3( - Xow - Z3.C)

Agora devemos obter as condi¢des de primeira ordem do lagrangeano. Ou seja,
obter a primeira derivada para cada variavel da fungdo La( Xos Xin Xon Zp), € iguala-
las a zero. Igualando as derivadas a zero e isolando os termos que contém A teremos as

seguintes equagoes:

oL 1
D=4 - A M- M-}
aXli,h 2 X(),/, 0 /L ? ?
oL B.k;
. — =
aXl,h 2 X]_;, l‘

oL  p(I-k)_
_) =
* aXZ,h 2 Xg‘h /ll

o 95 9=2.q-4.R-AR, -25C
oz,

Encontrando os argumentos que maximizam as utilidades de cada agente,
estaremos também encontrando as demandas de cada agente pelo bem dados os pregos

de equilibrio.
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Para encontrarmos o prego de equilibrio do ativo (lembremos que o prego do
bem foi fixado em 1) temos de determina-lo de modo que a oferta iguale a demanda no
mercado de ativos. As condi¢des de equilibrio para o mercado de bens e o mercado de

ativos serdo examinadas a seguir.

2.3 - Oferta e Demanda

Para garantirmos que a economia estd em equilibrio é necessario que oferta

iguale a demanda em todos os mercados e em todos os periodos. A soma das demandas
individuais deve ser igual a oferta total de bens. Esta mesma condi¢do deve ser vélida
para o mercado de ativos.

Primeiro, vamos analisar os termos no mercado de bens em Sy. A demanda total
é composta pela soma das demandas individuais de cada agente pelo bem x. A oferta,
por outro lado, serd formada pela soma de todas as mercadorias disponiveis para
transagfio. A soma das mercadorias no periodo Sy é a soma das dotagdes iniciais de cada

agente. Portanto, a condigio de oferta igual a demanda no periodo 0 pode ser definida

como:
o
» 2 :
L
Y Xon= 2Won

h=1 h=1
%%
B ' Para analisarmos os periodos seguintes o raciocinio continua sendo o mesmo. O
B lado da demanda continua sendo o somatoério das demandas individuais de cada agente.
B . . . .
W No entanto, o lado da oferta passa a ser composto por dois termos diferentes. O primeiro

termo ¢ exatamente o mesmo do periodo 0, a soma das dota¢des individuais de cada
agente. O segundo termo passa a ser a soma do valor depreciado do consumo de x em
Sy. A razdo para que isso ocorra é que por x ser um bem durdvel, a quantidade
consumida em S, continua disponivel para consumo, mas agora ela nfo terd seu valor
integral e sim seu valor depreciado. Portanto, a condi¢do de equilibrio do mercado de
bens nos estado de natureza S; € S», pode ser escrita como:

No estado de natureza S;:
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2 2 2
SXih= SWip+M XX
Bl y

h=1 h

No estado de natureza S>:

2 2 2
SXon= SWon+M XXy
=1

h=1 h=1 h

O mercado de ativos financeiros deve ser visto de forma um pouco diferente do
mercado de bens. Os agentes escolhem qual parcela da renda eles querem usar no
presente € no futuro e realizam essas transferéncias intertemporais através da compra ou
venda de ativos financeiros.

Por exemplo, se o agente 1 prioriza o consumo no periodo 0, ele se tornard um
vendedor de ativos, com a intengdo de receber uma renda extra para consumo hoje €
efetuando um pagamento no futuro, onde ele ndo considera o seu consumo tdo
importante. Agora, o agente 1 poderd consumir no presente mais que o valor de sua
dotac#o inicial. Desta forma, a sua demanda por ativos serd negativa.

De modo relativo, o agente 2 poderia priorizar mais o consumo futuro do que o
agente 1, e se tornard um comprador de ativos, efetuando assim uma transferéncia de
renda de hoje para o futuro. Com isso, terfamos que a sua demanda por ativos sera
positiva.

Por s6 existirem dois agentes nesta economia, a quantidade vendida por um
agente deve ser necessariamente igual a quantidade comprada pelo outro, para que,
desse modo, qualquer aumento de demanda tenha em contrapartida um aumento de

oferta. Portanto, teremos que respeitar a seguinte condi¢do

Dessa forma, podemos observar que para o mercado de ativos estar em
equilibrio, e para que nio haja qualquer excesso de oferta ou de demanda, o preco ¢

deve se ajustar para que a condi¢do acima seja satisfeita.
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Portanto, a exigéncia de que oferta iguale a demanda em todos os mercados,

pode ser resumida nas seguintes equagdes:

2 2
SXon= Y Won

h=1 h=1

2 2 2
YXip= XWin+ M YXon
=1 =1

h h=1 h

2 2 2
YXop= 2Wan+M XXon
=1

h=1 h=1 h

2
272y =0
h=1



'@ 4

18

3- Desenvolvimento de Exemplos

O objetivo desta se¢do € construir, passo a passo, um exemplo numérico para o
modelo desenvolvido nas se¢des anteriores. Nosso simples modelo com dois agentes,
um bem, um ativo e dois periodos gerou um sistema de 8 equagdes (4 equagdes do
Lagrangeano e 4 das condigdes de oferta e demanda) para ser resolvido. Caso fossem
incluidos mais elementos o problema se tornaria cada vez mais complexo tornando mais

dificil e custosa a obtengdo de exemplos numéricos.

3.1 - Suposicoes

A criacdo de um exemplo consiste em encontrarmos as alocagdes de equilibrio,
para um certo nivel de dotagdes dos agentes. As dotagdes iniciais, que sdo definidas
exdgenamente, determinam como os agentes se comportam, € portanto, definem junto
com suas utilidades, as decisdes de consumo e de compras de ativos.

O modo pelo qual alcangaremos a solu¢do de nosso problema serd um pouco
diferente. O problema serd abordado de maneira inversa. Primeiramente, serdo feitas
suposi¢des sobre uma hipotética solugdo de equilibrio desejada. Em seguida, tentaremos
determinar qual o valor das dotagdes iniciais para alcangar nossa solugdo proposta. O
processo, no entanto, consiste também em identificar as condi¢des que precisam ser
respeitadas para que seja possivel alcangar nossa solugéo de equilibrio. Essas condigdes
serdo valores que os parmetros do modelo terdo de respeitar. Finalmente, todas as
variaveis endogenas estardo sendo expressas em fungdo dos pardmetros do modelo,

sendo que estes estardo sujeitos as imposi¢des necessarias.

Primeira Suposicio:

Nossa suposta solu¢do de equilibrio terd a seguinte caracteristica. Os 3 primeiros
multiplicadores de Lagrange terio o mesmo valor e a restri¢io de colateral nfo sera

ativa em nossa solugdo de equilibrio. Isto implica que:

l():/l]:}.z € 3.3:0
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Desse modo, podemos re-ordenar os termos das condi¢des de primeira ordem do

lagrangeano e substituir todos os demais X; por Ay para obter:

) oL 1 1 ]
. > = A (1-2M) > — =
: 6‘X(),h 2 Xah /10 ( ) 2 Xo)}, 1-2M /10
oL Bk
. > =41
6AXl,h 2 X/);, 0

oL 4 B-k)

0Xzn  NXsp,
oL _ —
. —6—2—9 0= lo.q-l().Rl-/lo.Rz 2g9=R;+R;
h

Agora, para continuarmos a desenvolver nosso modelo, devemos introduzir uma

segunda condigéo.

Segunda Supesicio:

&
® A nossa alocagiio de equilibrio terd uma demanda no primeiro periodo igual a 1
para ambos os agentes. Ou seja, devemos determinar os outros pardmetros para que a

seguinte condigdo seja verdade:

XQ}, =] para h= 1,2

Agora, podemos facilmente encontrar as demandas para os demais estados de

natureza. Igualando as duas primeiras condigdes de primeira ordem teremos:

1 I _ Bk
2 Xo,h (]'ZM 2 X],h

Portanto teremos que a demanda no estado S; seré igual a:

Xp=p. (k). (1-2.M)
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Igualando a primeira e a terceira condigdes, podemos encontrar a demanda no

estado S», que por analogia teremos:

1 I _Bd-ky)
WX (1-2M) XX,

E a demanda para o estado de natureza S sera:
Xop=F (1-k).(1-2.M)

Como estamos supondo que as func¢des utilidades sdo iguais, assim como as
restricdes do problema de maximizagio, pode-se observar que os resultados obtidos

para o agente 1 sdo igualmente vélidos para o agente 2.

3.2 - Imposi¢des aos Parametros da Demanda

Em nosso modelo, ndo podemos ter demandas por bens iguais a zero ou
demandas negativas. Por esta razdo, devemos atribuir algumas caracteristicas aos
pardmetros para que ndo tenhamos demandas desse tipo.

A demanda dos agentes no periodo 0 é, por defini¢do, igual a 1 e ndo €
necessario fazer qualquer imposigdo para que esta seja estritamente maior que zero.

O parametro f teve seu valor definido como sendo estritamente maior do que
zero. Caso contrario, os agentes ndo teriam qualquer ganho de utilidade com o consumo
no periodo 1. Pode-se verificar isto ao analisarmos as demandas individuais no periodo
1, ambas seriam iguais a zero se B fosse 0. Portanto, § deve respeitar a seguinte

condig¢io:
>0

A probabilidade k; foi definida como tendo seu valor entre 1 ¢ 0. Dado que &
tem seu valor contido neste intervalo, o valor de (1 - k;) esta obrigatoriamente contido
no mesmo intervalo. Portanto, nfio € necessario fazer qualquer outra imposi¢do ao valor

de k; para que as demandas sejam diferentes de 0.
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Com relagiio ao pardmetro M, para que as demandas sejam diferentes de 0, a

seguinte condigdo deve ser satisfeita.
(1-2M)>0

Dado que esta condigdo deve ser verdadeira e M foi definido como possuindo

valor entre 0 e 1, M deve assumir um valor, tal que:

0<M<=

A proxima conclusdo vem da quarta condig@io de primeira ordem. Ao supormos
que todos o0s A sdo iguais, obtivemos que o pre¢o do ativo (g) € a soma dos retornos nos
diferentes estados de natureza S; e S;.

A hipétese inicial que introduzimos na se¢do 1.3, torna-se fundamental para
determinarmos o prego g. Nossa hipétese dizia que no estado de natureza Si, os agentes
sempre cumpriam suas promessas e efetuavam o pagamento prometido dos ativos
transacionados no periodo anterior. No estado de natureza S, os agentes sempre
aplicariam o default, e portanto, ndo pagariam os valores prometidos mas seriam
punidos com perda do valor depreciado do colateral envolvido na transag@o.

Portanto, nossa hipotese implicava que:

R1=A1 € R2=MC

O prego do ativo no periodo 0 sera dado por:

q=A1+MC

3.3 - Restri¢des nos Portfolios e Condicdes de Equilibrio

No tépico anterior vimos qual formato que as demandas de cada agente devem
ter para alcangarmos nosso equilibrio desejado. Para que fosse possivel alcangar um

resultado foram necessarias a introdugao de diversas hipéteses e suposigdes.
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Nesta se¢do, veremos quais condigdes serfio necessarias para que possamos obter
dotagdes que fagam com que oferta iguale a demanda no mercado agregado.
Para que oferta iguale a demanda no periodo 0 a seguinte igualdade deve ser

mantida:

2 2
SXon= XWou

h=1 h=1

Ao re-escrevermos a equacgio na forma extensa, re-ordenarmos os termos para
isolarmos as dotacdes e substituirmos ¢ pelo seu valor encontrado na se¢do anterior,

teremos:
Wor+ Woo=Xp+Xo2+ (A +MC+C.Z +(A+MC+C)Z;

Os termos Xy, e Xy, foram definidos como sendo iguais a 1, j4 que sdo o
consumo dos agentes no periodo 0. Em nossa alocagdo de equilibrio, vamos supor que o
agente 1 estd vendendo ativos com o objetivo de ampliar seu consumo no periodo 0.
Dessa forma, ele esta transferindo renda do futuro para o presente. Portanto, o valor de
7, ser4 negativo. Para que a condi¢do de equilibrio no mercado de ativos seja satisfeita,
temos que a soma da demanda dos agentes por ativos deve ser igual a zero, como vimos
na secdo 2.3. Portanto, estamos introduzindo um choque positivo na dotacdo de um
agente, ¢ em contrapartida um choque negativo no outro para que eles busquem o
mercado financeiro para melhorar sua situago.

Para obtermos equilibrio no periodo 0, temos de ter que:
Woir+Wyo=1+1+ (A +MC).Z;- (A} + M.C).Z,

Ou seja:

2
EWO'/,=2
h=1

Para simplificarmos a notagdo, pode-se chamar de Z, a quantidade de ativos

transacionada na economia. Entdo, as dotagdes de cada agente podem ser expressas por:



®

23

Woi=1-(4, +MC).Z
WO’Q =]+ (A[ +MC)Z

Desta forma, estamos garantindo que oferta iguale a demanda no mercado de
bens no periodo 0 € no mercado de ativos. Na se¢do 1.4, definimos que as dotagdes
devem ser todas estritamente positivas. Portanto, devemos obedecer esta condigéo.

A equagiio referente ao agente 2 nfo traz problemas ja que trata-se da soma de
dois termos positivos. No é necessaria qualquer imposi¢@o aos parametros. Na equagdo
da dotagido do agente 1, para termos, Wy; > 0, o parAmetro Z deve respeitar a seguinte

condig¢io:

1

LU MO

Agora nos resta fixar as dotagdes no periodo 1 para que oferta iguale a demanda.
Para isso ocorrer, as equagdes descritas na se¢3o 2.3 devem ser satisfeitas:

No estado de natureza Si:

2 2 2
SXin= XWin+M XX
h=1

h=1 h=1

Cada agente terd seu consumo limitado pela restrigdo orcamentaria, entdo,

sabemos que as demandas individuais de cada agente podem ser escritas como:
Xii=Wi +MXy, +R; .7,
Xi2=Wi2+MXo2+ R .25

Re-ordenando os termos a fim de isolar W, e trocando todas as incégnitas por

pardmetros ja conhecidos, teremos:

W= B (k) (1-2M - M+ A, Z
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W= B (k) (1-2.M)7 - M-A,. Z

Agora, devemos verificar quais condi¢des sdo necessarias para que as dotagdes
sejam maiores que zero. Na segunda equagdo, temos que para W) ; ser maior que zero,

Z deve possuir um valor tal que:
M+ A Zo< B k)’ (1 - 2.M)°

z By (1-2M) - M
A

Pode se verificar que a Unica diferenca entre as dotagdes dos agentes € o sinal do
termo A;.Z. Enquanto agente 1 estard efetuando os pagamentos referentes aos ativos
adquiridos, o agente 2 estara recebendo estes pagamentos e poderd consumir mais do
que sua dotagdo inicial. Podemos deduzir que a dotagdo do agente 2 deve ser
obrigatoriamente menor que a dotagdo do agente 1, ja que o agente 1 possui uma maior
quantidade de renda no perfodo 1 para poder efetuar tais pagamentos. Portanto, ndo €
necessario fazer mais nenhuma imposi¢io para garantirmos que W;; seja maior que
zero porque ao garantirmos que W;, ¢ maior que zero, W;; também tera esta
propriedade.

No estado de natureza S, temos uma situacdo exatamente andloga. A (nica
diferenga entre os dois estados é que, os agentes ndo pagardo pelo ativo o valor
prometido e irdo aplicar default. Portanto, basta substituir o retorno 4; por M.C para
obtermos as dota¢des iniciais de cada agente neste estado de natureza. Neste caso,
também devemos trocar k; por (1 — ki) devido a mudanga na probabilidade associada a

cada estado de natureza.
Woi= B (-k)y(1-2M - M+MC. Z
Woo= . (-k)y(1-2M - M- MC.Z

Mais uma vez, devemos impor restrigdes a Z para que as dotagdes iniciais sejam

maiores que zero. Para garantirmos que W seja maior que zero devemos ter que:
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M+MC Z<B. (1-k)(1-2.M)

7< B -k)>(1-2M° - M
M.C

Com relagdo a primeira equagfo temos uma situagdo exatamente igual a do
estado de natureza S;. Como o agente 2 esta recebendo uma transferéncia de renda para
compor sua renda total, sua dotagfio sera obrigatoriamente menor que a do agente 1 ja
que o consumo de ambos é o mesmo. Ao garantirmos que W, € maior que zero
estaremos garantindo automaticamente que W;; também ¢ maior que zero. Basta
olharmos o sinal do termo M.C.Z e termos em mente que este € positivo na equagao
referente a dotagdo do agente 1 para tirarmos esta conclusio.

Entretanto, Z est4 sujeito a mais uma restricdo. Quando introduzimos a primeira
suposi¢io, a restri¢do de colateral ndo deveria ser ativa em nossa solucéo de equilibrio.

Para que isto ocorra Z tera de respeitar a condigdo a seguir:

Xop > - C.Z,

Lembremos que X;; = Xy» =1 e que se para um dos agentes a demanda por
ativos sera positiva, a demanda do outro agente serd positiva. Ndo ¢é necessario qualquer
condi¢do para o agente que compra ativos dado que para este agente Z, € maior que
zero e a condicio & satisfeita automaticamente. No entanto, para o tomador de
empréstimos, Z, serd negativo. Assim a quantidade de ativos transacionados na

economia sera restrita por:

Z<=

Portanto, definimos que Z estd restrito a essas 4 condigdes descritas
anteriormente. Ao juntarmos, todas as condi¢des obtidas na se¢do 3.2 com estas obtidas
nesta secdo, temos todas as restrigdes que nossos parametros devem respeitar a fim de

obtermos a solugdo proposta.
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3.4 - Restri¢des aos Parametros

o Podemos resumir nossas restricdes derivadas nas duas se¢des anteriores nas

seguintes equagdes:

1. B>0
2. 0<k;<I
3 0<M<i
2
4. C>0
5. Ai<M.C
6. A, >M.C
. 7 (A; + M.C)
w g 7B () (1-2M - M
o 4
B
o 0 Z<,82. (1-k)p>(1-2M ~ M

MC

10. Z <=
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4 - Exemplo Numérico

Nesta se¢do serdo atribuidos valores numéricos aos parametros. Os valores a
serem escolhidos terdo que respeitar as condi¢cdes derivadas anteriormente. Apds a
determina¢do do valor para cada parametros, chegaremos aos valores que devem ser
atribuidos as demais varidveis para que seja alcangada a solu¢do proposta.

O exercicio de estatica comparativa ser4 feito ao se modificar o valor de um dos
pardmetros, ver qual serio as mudangas nas alocagbes finais e interpretar estes

resultados.

4.1 - Parametros Exogenos

Os valores a serem escolhidos devem respeitar as condigdes resumidas na se¢do
3.4. Portanto devemos ter cuidado ao escolher esses valores.

O valor de f deve ser obrigatoriamente maior que zero segundo a condigdo 1.
Este parametro € o valor de desconto entre o consumo no primeiro € no segundo periodo.
Agentes econdmicos, em geral, priorizam mais o consumo no presente do que no futuro.
Segue-se entdo que o valor de f§ deve ser menor que 1. Desta forma, suporemos que o
valor de ¢ 0,9.

Em nosso modelo, imaginemos que ambos os estados ocorrem com a mesma
probabilidade. O valor de k; devera, entdo, ser igual ao valor de (1 - k;). Portanto,
teremos que o valor de k; deve ser igual a 0,5. Note que a condi¢do 2 estd sendo
respeitada.

A terceira condigdo determina que M seja estritamente maior que zero € menor
que 0,5. Para satisfazer esta condi¢do determinaremos que M serd igual a 0,05. Ou seja, o
bem x conserva do periodo 0 para o periodo 1 apenas 5% do valor integral.

O nivel de colateral dos ativos deve possuir valor maior do que zero. Portanto,
fixaremos o nivel de colateral (C) exigido como sendo 0,5.

Para validarmos nossa hipétese de que os agentes aplicam default no estado de
natureza S, e que efetuam os pagamentos prometidos em 5, devemos determinar 4; e 4>

de modo que respeitem as condi¢des 5 e 6.
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O valor de 4, deve ser menor do que o valor de M.C para que a condigdo 5 seja
verdadeira. O valor de M.C é 0,025, portanto fixaremos o valor de 4; como sendo igual a
0,02.

O valor 4, deve ser obrigatoriamente maior que M.C para satisfazermos a
condicdo 6. Deste modo, o valor de 4; sera fixado em 0,03.

P Deve-se ter em mente que ja fixamos alguns pardmetros anteriormente. O prego
\ do bem x foi fixado em 1 em ambos os periodos e o consumo de ambos os agentes foi

. fixado como sendo igual a 1 no periodo 0.

4.2 - Consumo no Futuro

Como vimos na se¢dio 3.1, o consumo de ambos os agentes no periodo 1 serd

dado pelas equagdes abaixo, onde h representa o agente 1 ou 2.

. No estado de natureza Sy;

-
®

Xy =B . (k). (1-2.M)
No estado de natureza S,;

Xow =P (1-k). (1-2.M)

Como determinamos que k; é igual a (I - k), teremos que X;; = X34 Desta

%
5

. forma, podemos verificar que o consumo planejaldo de ambos os agentes sera igual em
2 ambos os estados de natureza. Portanto, o consumo do agente 4 no estado de natureza i

pode ser obtido substituindo os valores que determinamos aos parametros na etapa

anterior.
Xp=F . (k). (1-2.M)°
Xin = (0,97 . (0,57 (1-2.0,05)

Xin=0164
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Portanto, o vetor de consumo do agente 7 pode ser escrito como:

X =Ko, Xins Xow) =(1;0,164; 0,164)

4.3 - As Dotagdes Iniciais

Na secdo 3.3, vimos que no periodo 0 as dotagdes iniciais que gerariam a solugéo

-

i
@

proposta seriam descritas como:

Wor=1-(A;+MC).2Z

Wyr=1+(A4; + MC).Z

No periodo 1, para o estado de natureza S; possivel terfamos as seguintes

dota¢des iniciais:
Wi = ﬂz (kl)z-(] -2-1\/1)2 - M+ A, 7

W= (k) (1-2MP - M-4,.Z

L
®

No estado de natureza S, as dotag¢des seriam:

W= (1-k)j’.(1-2M - M+MC. Z

Woo= . (1-k)’(1-2M7 - M - MC. Z

Podemos verificar que para todas estas equagdes a Unica incdgnita é o parAmetro
Z. Este parametro reflete a magnitude do choque que aplicamos as dotagdes de cada
agente para que fossem estimulados a adquirir ativos no mercado financeiro.

Entretanto, o valor de Z deve respeitar as condi¢des 7,8,9 ¢ 10. Substituindo os

valores ja conhecidos nas restrigdes de Z, obtemos os seguintes resultados:
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- ! I
< e ———
o z (A4 + M.C) >Z< (0,02 + 0,025) Pz<2222
“ 7 B ) (1 2MP - M 5, 0.9 (05)°.(1-2.0,05° - 0,05 5, _
{ A, 0,02
r 57013
I
Bl -k)f(1-2.MF = M (0,95, (0,5)°.(1-2.0,057° — 0,05
. Z< W P 7 < 0073 & /S
« 4,56

1 1
Z<C92<0592<2

12

Pode se verificar que trés destas 4 condigdes sdo desnecessarias dado que, uma

vez que a quarta proposi¢do é satisfeita, as outras serfio automaticamente satisfeitas.
Para determinarmos os valores das dotagOes nos resta apenas escolher Z de modo que:
Z<2.

O valor Z sera fixado em 1. Portanto, para obtermos os valores das dotagdes,

basta inserirmos os valores dos pardmetros nas equagdes descritas no inicio desta se¢do.

¥

©
[ ] No periodo 0 teremos os seguintes valores para a dotagdo dos agentes:
Woi=1-(A1+MC).ZDPWy;=1-(0,02+0,025).10955
&

@ Wio = 1+ (A; + M.C).ZD Wy = 1 + (0,02 + 0,025).1 D 1,045

No periodo 1 teremos que para o estado de natureza S as dotagdes serfo:

W= B k) (1-2.M)° - M+ A4, Z DWW, =(0,97(0,57.(1-2.0,05) -
0,05 + 0,02 9 W,,=0,134

Wia= (k) (1-2MP - M-A4;. 2 W5 =(0,97.(0,5.(1-2.0,05) -
0,05-0,02 2W,,=0,09
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No estado de natureza S, as dotagdes serfio dadas por:

Woi= B(1-k)’(1-2M - M+MC Z D W, =(0,97.(0,5).(1 -

2.0,05)° - 0,05 + 0,025 =W, =0,139

Was= B (l-k)’(1-2MF - M - MC.Z W,z = (0,97.(0,57.(1 -

2.0,05)° — 0,05 - 0,025 2 W, = 0,089

31

Agora, podemos representar o vetor de dotagdes de cada agente. Para o agente 1,

teremos o seguinte vetor:
W, =(Wo,; Wii; W)= (0,955, 0,134; 0,139)
Para o agente 2, o vetor de dotacgdes sera:
Wy = (Woa; Wia; Wao)=(1,045; 0,094; 0,89 )
Em resumo, temos que nossa economia pode ser descrita como:

Wi = (Wo; Wi Wap) = (0,955, 0,134; 0,139)
W)= (Woz; Wiz; Waa) = (1,045, 0,094; 0,89 )

X, = (Xo, 5 Xis Xa.1) = (1; 0,164; 0,164)
Xy = (Xo2 ; X12; X22) = (1; 0,164; 0,164)

g=0,045 Z=1

U, (Xoyp 5 Xi,15 Xo,1) = 1,36447
Uz (Xoz ;5 Xi2; X22) = 1,36447

Observando estes resultados pode-se verificar o comportamento dos agentes. O

agente 1 possui uma pequena renda no presente mas terd uma grande quantidade de

renda no futuro. Desta forma, ele busca o mercado financeiro procurando transferir

renda do segundo periodo para o primeiro vendendo ativos. O agente 2 € rico no
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“ presente mas ndo serd tdo rico no periodo seguinte, portanto, ele compra ativos
‘ financeiros para transferir renda do primeiro para o segundo periodo.

-

-~

- 4.4 - Estatica Comparativa

O objetivo desta segdo € modificar um dos pardmetros do modelo para verificar

qual o resultado na alocagéo final e comparar com o resultado anterior. O pardmetro

escolhido para ser modificado serd ki, ou seja, a probabilidade do estado de natureza 5

ocorrer. Este parametro foi definido como tendo seu valor igual a 0,5, vamos supor

; agora que a probabilidade deste estado de natureza ocorrer serd 0,6. Como k; foi
z’éﬁ definido como 1- ki, a probabilidade do estado de natureza S, ocorrer sera de apenas 0,4.
e Todos os outros pardmetros terdo o mesmo valor do exemplo anterior.

:"" Veremos agora como serd o consumo ao mudarmos a probabilidade de S

®

ocorrer, onde /4 representa o agente 1 ou 2:

Xip=F. ) 1-2.M)
X.n = (0,97 . (0,6)°. (I - 2.0,05°

Xin=102362

O consumo no estado de natureza S, pode ser calculado da mesma forma. De

forma analoga podemos obter:

Xop =B (1-k) (1-2.M)°
X =(097.(04) (1-2.005)
X[}h = 0,1050

Agora devemos re-analisar as condigdes 7,8,9 e 10 para verificarmos se Z pode

assumir 0 mesmo valor do exemplo anterior.
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4 /
(A; +M.C)

> < 507+ 0023)

Z 27 <2222

4 B (k;ﬁ(l/; 2M)° - M 5, (09 (0,6)2.(10-03.0,05)2 =005 5,93
[ *

Bo(l-k)P(1-2M° - M (0,9 (0,4)°.(1-2.0,05° — 0,05 -
Z < 7C 2> 7< 0,025 -7 <22

1 1
Z<C9Z<0,592<2

Podemos observar que n3o ha problemas em manter Z com seu valor igual a 1.
Agora devemos achar as dotagdes iniciais que geram esta alocagdo final. No

periodo 0 teremos os seguintes valores para a dotagdo dos agentes:
Woi=1-(A;+MC)Z =P Wy, =1-(0,02+0,025).10,955
Wor=1+ (A +MC).ZDP Wy, =1+ (0,02 +0,025).11,045
No periodo 1 teremos que para o estado de natureza S as dotagdes serdo:

W= B k) (1-2M7 - M+ A4, Z D Wy, =(0,9).(0,6).(1-2.0,05 -
0,05+ 0,02 =W, = 02062

Wia= B (k) (1-2MP - M-A;. 2> Wy, =(0,9).(0,6).(1 -2.0,05) ~
0,05-0,02 = W,,=0,1662

No estado de natureza S; as dota¢Ses serdo dadas por:

W= (1-k)f(1-2MF - M+MC.Z Wy, = (09F.(0,4) (1 -
2.0,05)° - 0,05 + 0,025 W, =0,08

Woo= B (l-k)f(1-2MP - M - MC.Z D Wy, =(0,97.(0,4 .(1 -
2.0,05° = 0,05 - 0,025 9 W,,=0,03
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Em resumo, nossa economia pode ser representada da seguinte forma:

W, = (Wo,; Wii; Wa) =(0,955; 0,2062; 0,0,08 )
W, = (Woa; Wiz; Wap)=(1,045;0,1662; 0,0,03 )

X, = (X1 5 X, Xo,0) = (15 0,2362; 0,105)
Xy = (Xoz ; X125 X22) = (1; 0,2362; 0,105)

g=0045 Z=1

Uy (Xo,1 3 X115 X2,1) = 1,16535
Uz (Ko 5 Xi2; Xa2) = 1,16535

Comparando-se este resultado com o do exemplo anterior, verificamos que
quando a probabilidade de um estado de natureza ocorrer aumenta, 0 consumo neste
estado também sobe. Ou seja, 0s agentes tem mais certeza sobre o estado de natureza
futuro e portanto planejam um consumo maior para o estado de maior probabilidade.

Pode-de repetir este exercicio para qualquer um dos parametros do modelo desde
que as condigdes da se¢do 3.4 sejam satisfeitas. Desse modo, pode-se observar como
agentes econdmicos reagem sob diversas condi¢des diferentes, como no exemplo
anterior. Apesar destas conclusdes, este exercicio de estatica comparativa néo € o ideal.
A falta de controle sobre certas varidveis, como as dotagdes iniciais (nota-se que estas
também variam de um exemplo para o outro, tornando mais complicada a andlise das
alocagdes finais) e a introdugio de hipéteses simplificadoras limitam nossa capacidade
de eststica comparativa. No entanto, estamos desenvolvendo, de maneira

consideravelmente mais rapida e menos trabalhosa, a obten¢do de exemplos.
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5 - Conclusiao

O objetivo principal do trabalho era desenvolver uma metodologia simples para
a criagio de exemplos numéricos em modelos de equilibrio geral. A incorporagdo de
varidgveis em modelos de equilibrio gerais tornam os célculos cada vez mais
complicados e de dificil implementagdo. Apesar da maneira ideal de se analisar os
resultados de um modelo seja da forma tradicional, ou seja, resolvendo o problema de
otimizagio e obtendo as demandas individuais. Este método apresenta resultados mais
limitados, mas bastante uteis para a analise de alocagdes de equilibrio.

Esta monografia demonstrou que através da introdugdo de hipéteses e da analise
do problema de otimizagio de maneira inversa, torna-se a criagdo de exemplos mais
facil e pratica. N#o se faz mais necessario a resolugdo de grandes sistemas e problemas
de otimizagio para que se alcance um exemplo numérico, basta que se suponha uma
solugdo hipotética e verifique quais condigdes inicais geram esta solugdo.

Portanto, a criacdo de um exemplo, seja para fins ilustrativos ou para o exercicio
de estitica comparativa, pode ser feita sem grandes esforgos. O metodologia
demonstrada pode ser facilmente implementada a outros modelos mais complexos.
Desta forma, ndo se perde muito tempo e esfor¢o na resolugdo de sistemas de

otimizagio se o objetivo for obter exemplos numéricos.
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7 - Apéndice

7.1 - O Teorema dos Multiplicadores de Lagrange

O teorema dos multiplicadores de Lagrange afirma para que um dado ponto p
seja um ponto de maximo € necessario que o vetor gradiente da fungdo objetivo possa
ser escrito como uma combinagdo linear dos vetores gradientes de cada restri¢do. Ou
seja, a soma dos vetores gradientes de cada restri¢do R; multiplicada por um numero Ai
deve ser igual ao vetor gradiente da fungdo objetivo neste ponto. Estes nimeros A; sdo o0s
multiplicadores de Lagrange.

Se desejamos maximizar uma fungdo de n varidveis F(xy,Xy,...,X)) com i
restrigdes R;, o ponto de méaximo deve respeitar a seguinte condi¢do. Onde Gy represena

o gradiente da fungdo F e Gg; representa o gradiente de cada restrigdo.
Ge=MGgr; + ... + MGri

oF oF oF
o o o

Ry Ry Ry, g (GRORRy

( )= MG oy o O

Dessa forma, teremos um sistema com n equagdes da seguinte forma:

OF xaR‘+ +7»,

x4 0xi x4
GX2 (3)(2

Pode-se verificar que na segdo 2.2, esse é o sistema formado pelas condigdes de
primeira ordem do Lagrangeano. Basta verificar que a fungdo objetivo é a fungdo
utilidade do agente e as restrigdes sdo as restrigdes orgamentdrias e a restricdo de

colateral.





