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0. INTRODUCAO

Nos tltimos anos, o mercado de derivativos brasileiro vem se desenvolvendo
rapidamente. A BM&F esta entre as trés maiores bolsas do mundo em volume de

negocios, o que mostra que a procura por produtos financeiros modernos ¢ cada vez

maior. Hoje, as possibilidades se ampliam, ndo s6 em termos de bolsa como também

de mercado de balcio, onde sdo desenvolvidos produtos financeiros dos mais variados

de forma a atender exigéncias de investidores.

Com a estabilizagio da economia brasileira, a tendéncia € ainda mais

v crescente. Juntamente com sofisticados produtos financeiros oferecidos,ndo so pelas
53

bolsas, como também por instituigdes financeiras, a demanda por métodos

matematicos mais sofisticados, consistentes e principalmente mais precisos vem se

expandindo.

E nesse contexto que se inserem metodologias de precificagdo de opgdes.
Atualmente algumas metodologias e modelos ja estdo extremamente difundidos como
¢ o caso do modelo Black - Scholes para precificagdo de opgdes vanilla do tipo
europeu ou a metodologia desenvolvida por Cox-Ross-Rubinstein de arvores binomiais

que discretizam processos estocasticos.



=,
?\:
&

S

No entanto, com a crescente procura por opgdes com ganho e contrato
diferentes da vanilla ( compra ou venda) do tipo europeu ou americano, chamadas de
opgdes exodticas, viu-se a necessidade de métodos capazes de precificar tais opgdes.
Contudo, nem sempre ha uma solu¢do de formula fechada para precificarmos opgdes,

como acontece por exemplo com o modelo de Black - Scholes.

A presente monografia pretende apresentar um meétodo matematico eficiente
capaz de modelar derivativos, mais especificamente opgdes, através de equagdes
diferenciais parciais e aplica-lo na precificagdo de certo tipo de opgdes criadas para o

mercado brasileiro.

Na primeira segdo, sera descrito o processo pelo qual o ativo- objeto da opcdo,
mais precisamente uma ag3o que se move ao longo do tempo, identificando a equagdo
de movimento do prego do ativo, que € uma das variaveis da qual depende o prego da

opgao.

Em seguida, mostraremos a equagdo diferencial parcial de Black - Scholes para
o preo da opgdo. Esta equagdio se mostrara de suma importdncia para inimeros
problemas de precificagio de opgdes, ja que ela define de como o prego da opgdo varia

em fung¢do do prego do ativo - objeto e do tempo.

Posto o problema em forma de equagdes diferencias parciais (edp) serdo

apresentados alguns métodos numéricos para a solugio dessas equagdes.
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O cerne da questdo consiste em, depois de havermos identificado a equagdo
diferencial parcial que modela a opgdo ¢ suas condi¢des de contorno , mostrar o
método das diferencas finitas como um meio de obtermos solugdo numeérica para a
equagio diferencial parcial. O presente trabalho pretende mostrar que, através da
discretizagio da equagio diferencial parcial pelo método das diferengas finitas,

obtemos solugdes numéricas bastante precisas.

Numa segunda parte do trabalho, pretende - se fazer uma aplicagdo desse
método para a precificagdo de opgdes do tipo bermuda criadas para um ativo do
mercado brasileiro. Mais precisamente, tal opgdo seria uma opgio bermuda de venda
sobre agdio de Telebras. Desta forma, apresentariamos a equagao diferencial parcial
que modela este tipo de opgdo com suas condigdes de contorno, bem como sua solucdo

numérica através do método da diferengas finitas.
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I- MOVIMENTO DOS PRECOS DO ATIVO

Na teoria de precificagdo de opg¢des, um modelo do movimento do prego do
ativo (no caso, mais especificamente, da agdo ) ¢ uma descrigdo matematica da relagdo
existente entre o prego corrente da agdo e seus possiveis pregos futuros. A maioria dos
modelos de precificagdo de opgdes, cujo ativo-objeto é uma agdo, esta fundada num
simples modelo de movimento aleatério do prego do ativo conhecido como

movimento

geométrico browniano. Em outras palavras, ¢ um modelo probabilistico que envolve

pardmetros derivados de dados historicos ou do mercado.

O movimento geométrico browniano postula que os retornos futuros de uma
agdo tem uma distribui¢do normal e que o desvio-padrdo da distribuigdo pode ser

estimado a partir de dados historicos.

Podemos dizer que o modelo do movimento dos pregos reflete a chegada de

novas informagdes .



Suponhamos que no tempo ¢ o prego da ag¢do seja S e consideremos que num

intervalo de tempo df o prego da agdo mude para S+ dS. Como modelamos o retorno

ds/’S?

O modelo pode ser decomposto em duas partes:

e Uma determinista e previsivel : p df

onde x representa a taxa média de crescimento do prego da agdo ( drift).1

g

v

e A segunda modela a parcela aleatoria no movimento do prego da agdo em
resposta a efeitos inesperados. Esta parcela € representada por odZ, onde o
é a volatilidade que mede o desvio-padrdo dos retornos. Ja a variavel Z, por
ser uma variavel aleatoria, tem um comportamento bem caracteristico,
denominado processo de Wiener. Este comportamento pode ser bem

representado considerando as variagdes de seu valor em relagdo a pequenas

variagdes no tempo. Para que dZ siga um processo de Wiener, dZ deve

atender a duas propriedades:

- A primeira propriedade ¢ expressa através da equagdo baixo que denota a

relagdo existente entre dZ e dt :
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dZ = edr

onde & ¢ uma amostra aleatoria de uma distribui¢do normal padronizada , isto €, com

média zero e desvio-padrdo 1.

- A segunda assinala que os valores de dZ para dois intervalos de tempo df
distintos sdo independentes, o que significa que , dada a primeira propriedade,

dZ tem uma distribui¢fio normal com média zero e varidncia d.

Deste modo, os retornos podem ser modelados segundo a equagdo diferencial

estocastica:

dS
S

= odZ + pudt (1.0)

que ¢ a representagio matematica do processo que gera o movimento dos pregos do

ativo.

No mundo real, os pregos sdo cotados em intervalos de tempo discretos. No

entanto, em nosso modelo representado em (1.0), df € um infinitésimo de tempo. Deste

' Em modelos mais simples z ¢ uma constante, por outro lado, em modelos mais complexos u pode ser
uma fun¢o de Se .
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modo, seria muito mais eficiente lidar com tempo continuo onde,no limite, dfr— 0 .

Obtemos , assim, uma equagio diferencial a ser resolvida.

Para tornar tal problema praticavel, teremos que apresentar algumas

ferramentas para lidar com o termo aleatorio dZ:

A primeira seria 0 lema de It6, um dos mais importantes resultados obtidos na
manipulagio de variaveis aleatorias. O lema de It0 relaciona uma pequena variagdo
numa fungdo de uma variavel aleatoria a uma pequena variagdo na propria variavel e a
variagdo do tempo. O enfoque heuristico do lema de It esta fundamentado na

expansdo de Taylor. Assim, dada uma fungdo f{S,7) , podemos representar df -

F o & 15 f o Of 1&f
df =——dS+—dt+= ———dt*+... ,
If S+d +2 T dS” + ade”zaz dt+. (1.2)

No entanto, em nosso problema descrito acima, temos que S ¢ uma variavel

aleatéria e que dS € representado por:

dS = uSdt + o5dZ (1.3)
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Aplicando as propriedades que denotam um processo de Wiener, temos:

dS = pSdt + oSedt (1.4)

Para reduzirmos a expansio de Taylor, devemos estudar os termos de segunda
ordem presentes na expansdo, ou seja, os termos dS” e dt® . Primeiramente, dt” ¢ de
ordem muito pequena, quando dr tende a zero e, portanto, 0s termos que contém dr’

podem ser ignorados. No entanto, de (1.4) vemos que :

dS*? = a2S?&*dt + termos de maior ordem em dt (1.5)

tem uma componente em df que ndo pode ser ignorada.

Tendo em vista que a varidncia da distribuigdo normal padronizada € 1, ou

seja, que
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. E)-[E@] =1

podemos deduzir que, um vez que £(¢ )=0, E(&*)=1. Assim, o valor esperado de
£2dr ¢ dr. Podemos mostrar que a varidncia de &°dt ¢ de ordem df® e como resultado
. disso, £2df é um termo ndo estocastico e este termo & igual ao valor esperado de df  a
f : medida que df — 0. Deste modo, quando df — 0, o lado direito da equagdo (1.5) se
torna ndo estocastico e igual a o*S’dr .Assim, a equagio (1.2) pode ser reduzida a :

& df d? d*f

df = —-—db + d +, ds’ 1.6

»

&

que representa a equagio de movimento de df. ?

o
e
P

2 J. Hull. Options, Futures and Other Derivatives. Pp - 225 - 117.
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I1- A EQUACAO DIFERENCIAL DE BLACK - SCHOLES

Neste capitulo iremos mostrar a equagdo diferencial de Black - Scholes € as
condi¢Bes necessarias para podermos resolvé - la. Mostraremos que a equagdo

diferencial de Black - Scholes vém da aplicagdo direta do lema de It0, associada

algumas condigdes de néo - arbitragem.

gt
Antes de iniciarmos nossa analise, vamos introduzir algumas premissas que
s30 de suma importancia no contexto de precificagéo de opgdes :
=2

e A taxa de juros livre de risco r e a volatilidade do ativo o sdo fungdes do

tempo conhecidas no decorrer do tempo de vida da opgdo;

¢ Nio ha custos de transagio,

e O ativo-objeto ndo paga dividendos;

¢ Nio ha oportunidades de arbitragem;
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e Comercializagdo do ativo pode ocorrer continuamente;

e Venda a descoberto ¢ permitido e o ativo ¢ divisivel;

s Suponhamos uma opgo cujo valor V(S,¢) dependa somente do prego do ativo S
e do tempo 7. (Nfo é necessario especificar o tipo de opgdo ). Usando o lema de It6

derivado acima, e substituindo o valor de dS (1.0) podemos escrever a equagdo (1.6)

comao:

P
=

v a1 oV &
dV = oS—d —+ =08 — ———) )
Z+(uS +2O'S 2+0’? dr (2.0)

Dando sequiéncia, construimos um portfolio composto de uma opgéo e

uma quantidade -A do ativo-objeto. O valor deste portfolio €, portanto ;

I[M=V-AS (2.1)

A variagdo nesse portfolio em um dr ¢ :
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dll=dV - AdS

onde A ¢é fixo em dr.

Juntando (1.0), (2.0) e (2.1) , temos:

av)v’(ar/lma%/év )

=S| - Z oo 2 S |d 2.2

dHoS(&S A + 5 T P87 e S Ja 2.2)
ah

Podemos eliminar a componente aleatoria fazendo

24
A=— 23
| = 2.3)

»

4]

Resultando em um porfolio cujo incremento ¢ totalmente deterministico:

v o1 AV

dll = (5 + 50—252 e )dt (2.4)

O retorno de uma quantia IT investida em ativos sem risco teria um incremento
de rI1dr num intervalo de tempo dt. Pelo principio da ndo - arbitragem entre tal

investimento e o portfolio contruido acima, teremos:
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& 1 2,2521/')
erl—(d +2cr§ e dt (2.5)

Substituindo (2.1) € (2.3) em (2.5) e dividindo por dr obteremos:

& 1, .,V v
—Oji‘—+*2“0’2 2?52*-!-)"5'—6%;—7‘[/:0 (2.6)

que ¢ a equacdo diferencial parcial de Black - Scholes.’

E importante mencionar que qualquer opgdo cujo prego dependa somente do
valor de § e de ¢ deve satisfazer a equagdo de Black - Scholes ( ou variantes
incorporando dividendos ou pardmetros que dependam do tempo). Muitos problemas
de precificagdo de opgdes exoticas se tornam simples quando enfocados por tal prisma.
Uma outra caracteristica associada a equagdo de Black - Scholes (2.6) ¢ que ela ndo

depende da taxa de crescimento 4. Ou seja, o valor da opgiio independe da taxa de

crescimento do ativo-objeto.

O estudo das equagdes diferenciais parciais é um campo vasto quando estudado
em sua forma mais geral. No entanto, a maior parte das equagdes diferenciais parciais
encontradas em finangas pertecem a uma classe mais restrita ¢ muito estudada: as
equagdes lineares parabolicas de segunda ordem, como € o caso da equagio diferencial

parcial de Black - Scholes.

* P. Wilmott, S. Howison e J. Dewynne. The Mathematics of Financial Derivatives. Pp - 41 - 43
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A solugdo para tais equagdes também tem sido objeto de bastante estudo. As
vezes, tais solugdes podem ser encontradas analiticamente, obtendo, assim, uma
solugdo fechada explicita, como € o caso de opgdes de compra ou venda do tipo
europeu ou, em muitos casos, a solugdo envolve a resolucdio via métodos numéricos

quando uma formula exata ndo pode ser encontrada.

Contudo, em geral, existem inimeras solugbes para uma dada equagdo
diferencial parcial. Por exemplo, os valores de opgdes de compra ou venda, ambas
satisfazem a equacdio de Black - Scholes. Deste modo, para que o valor de uma opgao
seja Gnico,( e assim, podermos encontrar uma solugiio) algumas condi¢des de contorno
para a equagdo diferencial devem ser postas. Uma condigiio de contorno especifica o

comportamento da solugdo em alguma parte do dominio da solugdo.

Derivada a equagio de Black - Scholes, para determinarmos o valor de uma
opgdo, devemos considerar as condigdes final e de contorno do problema, para que o

problema tenha solugfo unica.

Consideraremos, primeiramente, o caso de uma opgdo do tipo europeu de
compra, uma de venda, e, a seguir, trataremos do caso de opgdes de compra ¢ venda

americanas.
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Uma opgio européia de compra cujo valor seja C(S,¢) com prego de exercicio
£ e com data de exercicio 7, terd sua condi¢do final, seguindo o principio da ndo-

arbitragem, na data onde 7 = 7', 0 ganho:

C(S,T) = max(S - E.,0)

Ja as condigdes de contorno sdo aplicadas quando S=0e quando S — .

Quando S =0 , dS = 0. Desde modo, S nunca varia quando S = 0. Logo;

C(0,£)=0

Ja quando S — o, a magnitude de £ se torna insignificante e a opgdo se torna

mais provavel de ser exercida. Seu valor entdo se torna:

C(S,6)—> S
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Para uma opgio de venda P(S,¢), a condigdo final se torna:

P(S,T) = max(E - S.0)

Quando S =0, a opgdo valera £ :

PO, =E

Quando S — w0, a opgdo € mais provavel de néo ser exercida e logo:

P(S,t) >0

J4 no caso das opgdes americanas ha uma caracteristica adicional que torna o
problema mais complexo. As opgdes americanas sdo caracterizadas por permitirem o
exercicio antecipado durante a vida da opgdo. Esta caracteristica traz uma condigdo
extra ao problema. Na realidade, a op¢do americana da um direito a mais a seu

detentor e, por isso, ¢ela se torna pelo menos tdo cara que a opgdo européia.

O problema da americana reside no fato de que existem valores de S para os
quais ¢ 6timo para o detentor da opgdo exercé-la. Deste modo, durante todo o tempo, €

necessario determinarmos ndo somente o valor da opgdo, mas também, para que
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valores de S, a opgdo deve ser exercida ou ndo. Este problema ¢ conhecido como
£ problema de fronteira livre, pois a cada instante ¢ no tempo existe um determinado
valor para S que marca a fronteira entre duas regides : a regido em que ¢ 6timo exercer
a op¢do e a regifio que ndo o ¢é. Este valor de S, no entanto, varia com o tempo, ¢ ele

ndo é conhecido a priori, por isso ele ¢ chamado de S,(¢). Portanto, ndo sabemos

onde aplicar a fronteira a cada instante no tempo /.

Existem, portanto, algumas restrigdes que devem estar presentes no problema:

e O valor da opgdo deve ser maior ou igual a fungdo de ganho,

e A equagio de Black - Scholes ¢ substituida por uma inequagio;

e O valor da opgdo deve ser uma fungdo continua de S ;

e Sua inclinagdo deve ser continua;

A primeira restrigdo apenas decorre do principio da ndo - arbitragem, ou seja, o
lucro obtido por arbitragem do exercicio antecipado deve ser menor ou igual a zero.
Em outras palavras, ou a opgdo tem o mesmo valor de sua fungdo de ganho, ¢ portanto,
ela deve ser exercida, ou ela € maior que sua fun¢do de ganho e, portanto, satisfaz a

equagdo de Black-Scholes, o que nos leva a segunda restrig#o.
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A terceira restrigdo e quarta restrigdes também estdo relacionada com a nio-
arbitragem, ja que se houvesse uma discontinuidade no valor da opg#o, seria possivel

ter um ganho sem risco através de um portfolio de opgdes.

Portanto, podemos resumir o problema de uma opgdo americana de venda,
como um problema de fronteira livie como se segue. A cada instante /, devemos

dividir a regido S em duas partes. A primeira onde o exercicio € 6timo, 0< .S < S()

P 1 ap apP
P=E-S, —+=0'S? S—5— .
S, d+2aS S +rS—5-rP <0

E uma outra regido S,(¢) <S < ,ondeo exercicio ndo € 6timo e, portanto:

i a1 ap P
P>E-S, —0,?4——2—025’2 $2+rS%2——rP=O.

As condigdes na fronteira onde S =S,(¢) sdo que o valor da opgdo P ¢ sua

inclinagdo sejam continuos;

ﬁ)
P, (0.0 max(E = 5,(0)0) . S 0.0 =1
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O problema para uma opgdo americana de compra ¢ andlogo a de venda, exceto

que a fungdo de ganho passaaser C =S5~ L.

»
e
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III. METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

O método das diferengas finitas ¢ um meio pelo qual obtemos solugbes
numéricas para equagdes diferencias parcias Esta técnica se mostra bastante eficiente
e flexivel para a solugdo de um grande ntimero de equagdes diferenciais parcias
existente no campo de finangas e, se aplicado corretamente, ¢ capaz de gerar
resultados bastante precisos. A eficiéncia de tal método reside no fato de ser uma
técnica aplicavel diretamente a problemas que seriam bastante complexos do ponto de

vista de uma solugéo explicita.

Assim sendo, podemos discretizar a equacdo diferencial parcial, que representa
o problema, e aplicar o método das diferengas finitas para a obtengdo de uma solugio

numeérica.

A presente se¢do pretende, portanto, apresentar o uso das diferengas finitas na
solugdo de equagdes diferenciais parciais, mais precisamente, da equagdo de Black -
Scholes e, assim, dar as ferramentas necessarias a solugdo de varios problemas de

precificag¢do de opgdes dos mais variados tipos em que a equagdo diferencial basica € a
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equagido de Black - Scholes, ou suas variantes (neste caso, o problema se torna

ligeiramente diferente, porém os principios sdo 0s mesmos).

I1LI - APROXIMACAO DAS DIFERENCAS FINITAS

A idéia central do método das diferengas finitas ¢ substituir as derivadas
parciais das equagdes diferencias parciais (edp) por aproximagdes baseadas na
expansdo de Taylor de fungdes. Dessa maneira, transformamos o problema de resolver

uma equagdo diferencial num problema de resolugdo de um sistema de equagdes

algébricas.

: Usando a defini¢do da derivada parcial

I o v S +8)-7(S.0)
d(b,t)—hm 5

H—>0

e sendodt bem pequeno mas diferente de zero ,ao invés de considerarmos ot — 0,

podemos definir a aproximagdo por diferenga finita de §4'/A como sendo



»
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g.(g,,)z A (S’“‘?‘f G, 0w (3.0)

A aproximagio (3.0) é conhecida como diferenga avangada, j& que estamos
avancando em ¢ . Ha também duas outras formas bastante usadas: a da diferenga

atrasada e da diferenga centrada, respectivamente;

F oo SED-FS-8)

P WE > +O(&) (3.1)
F o n SG+a)-f(S,0- ) :

(5.0~ i o(@y) . (3.2)

O termo O(&) nos sugere a precisdo de tal aproximagdo, assim quanto menor
Ot, mais precisa € a aproximagdo. As aproximagdes avangada e atrasada nos levam aos
métodos das diferencas finitas explicito e implicito, respectivamente, enquanto, que a
diferenga centrada ¢ usada no método de Crank - Nicolson, os quais serdo

apresentados mais adiante.
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Para as derivadas parciais de fem relagdo a S as equagdes sdo analogas as

apresentadas acima.

Ja no caso das derivadas de segunda ordem, como por exemplo,
S f/&5?  aplicamos a diferenca central simétrica definida como a diferenga

avangada da diferenga atrasada da primeira derivada:

% (5.0)~ F(s+a5.0)-21(S.0)+ f(S-—éS,z)+ o(&5)) (3.3)

(s5)

Uma técnica bastante usada na aproximagio por diferenga finita da equa¢io da
difusdo € desenhar uma malha bidimensional de pontos onde dividimos o eixo S em

espagos equidistantes de dimensdo AS e o eixo / em espagos equidistantes de

dimensdo Ar . Assim, formamos um plano (S,7) de pontos (mAS, nAr).

Este esquema ¢ representado no diagrama da figura (3.0). Ele consiste numa

malha num total de (m+1)(n+ 1) pontos.

Para ilustrarmos o problema consideraremos a equagdo de Black - Scholes
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l 2 *2é2_f_.+rsi__rf=0

7.1,
a 2 o a2

como sendo a equagdo diferencial parcial a ser resolvida .Deste modo, teremos o ponto

(i,j) como o ponto que corresponde ao tempo iAf e ao prego da agdo JAS .

Assim, um numero espagos no tempo igualmente divididos sdo escolhidos entre
o tempo corrente zero e o exercicio da opgdo em 7. Teremos entdo Ar=7/n e um

total de (n+ 1) pontos no tempo a ser considerados:

0,At2A¢,....T

Um numero de espagos no eixo dos pregos do ativo também sio escolhidos.

Iremos supor que S, € o valor maximo suficientemente alto, que o ativo pode

assumir.

Entdo definimos AS =S, / m, formando num numero (m+ 1) de pregos de ativo:

0,AS2AS,....S.
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Definida a malha, usaremos a varidvel f, para representar o valor da opgdo

no ponto (7,7). A malha esta representada na figura abaixo.

Os principais métodos de diferengas finitas usados sdo o método explicito e o
implicito. Existem outros métodos como o de Crank - Nicolson que ¢ uma média entre
estes dois métodos, e portanto, ¢ considerado mais preciso por extrair as vantagens de

ambos os métodos. Apresentaremos, a seguir, as caracteristicas de tais métodos.

Preco da Agdio
Smaxh s . L [ [ ® . s L] ] ° .
’ " . . ° . . . ° . . . °
3 . s . . . . . . . » . .
2AS » . . . . . . . . . . . .
AS ¢ . . N . N s . . . » ° .
b e e e e e s fempo
{1+ AL T

Figura 3.0 - Malha para o método das diferencas finitas
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IILIT - METODO DAS DIFERENCAS FINITAS EXPLICITO

O método das diferengas finitas explicito usa a diferenga central para a
derivada & /45, a diferenga simétrica central para & f / &? e a diferenca atrasada
para  / & . Este método assume que os valores de f / & e & f / &* no ponto (ij)

$80 0s mesmos que no ponto (i+ /7). Deste modo, temos as seguintes equagdes :

i _ ]€i+l‘j+l —_jpi-&Lj——l

& 2AS (3.4)
ﬁz j:+l.j+l +fr’+l.j- - 2f;'+1.j 4
dS{ B (AS); (3.5)
a N (3.6)
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Substituindo as equagdes (3.4), (3.5) e (3.6) na equagdo diferencial de Black -

Scholes e notando que S = jAS, teremos:

fm.j _fz . fm‘ i+l fm, -1 1 . . fi+1, Ny i+1,j-1 _2f;+l$j
" J +1jAS JZAS J +—2—02]2A52 J AS12 =rfia, 37
Rearranjando os termos temos a equag¢io se torna:
fi.j =d; Jiv -1 +bjf;‘+l‘j +Cj«fi+l<j+1 (2.8)

»
-

onde

I 1 3.2
a, = —-2—7']At+50' J A

b, = (l—(62j2A1 +rAt))
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(1 'At+l 2 'ZAt)
P I THo

¢

fato de resolvemos o problema de precificagio de opgdes por indugdo retroativa,( isto
¢, comegamos pela data de vencimento da opg#o, onde sabemos que a condigdo final
determina o inicio do processo e, portanto, a fungio de ganho é definida) a utiliza¢do
do método explicito torna a resolugio direfa. Esta método ndo implica em nenhuma
relagdo implicita entre as variaveis, como ¢ o caso do método implicito que veremos

mais adiante.

No entanto, apesar do método explicito ser relativamente direto, existem alguns

problemas de estabilidade. “Dizemos que um sistema é estavel se os erros de
x ~ . x4

arredondamento ndo sdo aumentados a cada iteragio.” Pode ser mostrado que a

condigdo de estabilidade para o método explicito estd associada ao parametro

At/ (AS)” e este deve estar entre 0 e % para que a solugiio seja estavel.

E interessante notar que 0 método explicito ¢ bastante similar ao enfoque das
arvores. Na realidade, ¢ como se houvesse uma 4rvore trinomial, onde as expressoes

a,.b;,c; da equagdo (3.8) representassem probabilidades de morvermos na arvore.

Podemos entdo interpretar os termos da seguinte forma:
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1 1
| (~ “Z‘U'At + 502 J 2At) : probabilidade do prego da agdo cair de jAS para

(/' - I)AS no intervalo de tempo Ar.

[ (1— (a"‘ JEAL + rAt)) : probabilidade do prego da agdo se manter em jAS

no intervalo de tempo Ar.

1 1
n (ErjAt +—2—0'2 j? At) : probabilidade do preco da agfio subir de jAS para

(j + I)XS no intervalo de tempo Ar.

As trés probabilidades tem um somatorio igual a um e elas nos ddo o aumento

esperado no prego da agdo num mundo neutro ao risco.

* P. Willmott, S. Howison e J. Dewynne. 7bid.. Pp - 143.
* 3. Hull. Op. Cit. pp - 356 - 359.
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[LII - METODO DAS DIFERENCAS FINITAS IMPLICITO

Nesse método ndo ha uma equacdo que possa nos dar uma a solugdo numérica

direta como no método explicito, mas sim, um conjunto de relagdes entre os pontos do

plano (S , t) ,ou seja, o método implicito requer a solugdo de sistema de equagdes.

Existem algumas técnicas mais eficientes de solugdo numérica para tais
sistemas chamadas fatoragdo LU ¢ SOR. Usando tais técnicas encontrar uma solugio
numerica pelo método implicito se torna tdo eficiente quanto pelo método explicito,
com a vantagem de ndo haver nenhuma restri¢io a estabilidade. Apesar do método LU
ser um meétodo de fatoragdo mais rapido do que o SOR, ¢le se aplica somente ao caso
da op¢do européia, portanto, apresentaremos neste trabalho apenas a técnica de
fatoragdo SOR, por ser um método mais genérico usado tanto para op¢des americana

quanto européia.

Neste método usaremos a diferenga avangada para ¢ / &, a diferenga central
para & /A5 e a diferenga centrada simétrica para &° f /. Teremos entdo as

equagdes:
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I _ S =S (3.9)
@ 2AS

ﬁzf _ .fi,j+] +j‘r\j-1 _zft:j

oL o (3.10)
TS (3.11)

Substituindo as equagdes (3.9), (3.10) e (3.11) na equagdo diferencial de Black

- Scholes teremos ;

f'lj_f‘j fijl—fj—l 1 fisn+ =21,
Ji+l, i, + AS J+ i, +— 2 QASV2~ 1+ 2 L
IR as 29 AS?

=rf,, (3.12)

Rearranjando os termos :
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f;H,j =d i,j-1 +b ity +C ij+l (313)

onde
. I 1, .,
a ;= EryAt*EO' J A
by =1 +0% 2 Ar+rAr)

o lA 12'2A
C ;= —2rj l—2O'j !

No método implicito, f,,; depende dos nés em /; portanto, ndo temos uma

relagdo direta como no método explicito, mas sim, um sistema de equagdes a ser

resolvido. Como pode ser demonstrado no diagrama abaixo:
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fiel Jitlj+1
S Jic1 fij s Jivl,j
Fi g1 ® fitl -1

Método Implicito Método Explicito

Esta € a maior desvantagem do método implicito. No entanto, este método ¢
bastante robusto e estdvel, diferentemente do método explicito que, apesar de ser

direto, tem limitagdes de estabilidade .

HLIV - METODO DE CRANK - NICOLSON

O método de Crank - Nicolson ¢ um método criado para superar as limitagdes
de estabilidade impostas pelo método explicito, bem como ser um método com grau de

precisdo superior ao implicito simples. Vale notar que este método ainda é considerado

3. Hull. Op. Cit. Pp - 352 -356.
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um método implicito. Pode ser mostrado que ele é preciso na segunda ordem de Ar e

AS.
O método de Crank- Nicolson ¢ uma média dos métodos explicito e implicito.

Temos que a equagdo de Black - Scholes pelo método explicito e implicito sdo
dadas respectivamente pelas equagdes (3.7) e (3.12). Deste modo, para obtermos a
equagdo por este método, somamos as equagdes (3.7) e (3.12) e tiramos a média. O
problema entdo, ndo ¢ muito diferente do implicito,ja que teremos no lado direito da

equagdo o método explicito, e do lado esquerdo o implicito. Ou seja, lado direito (rhs)

sera:

rhs = a JJ i+l -1 +bjj;+l,j +iji+l,j+] (314)

onde

( 1 Aﬁ+l 24AJ
P Iy

R
[
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b, = (1 —%(azfm +rAz))

—l{-l— ‘At+l 2 ‘2At)
TR\

Determinado o lado direito (rhs) da equagdo diretamente pelo método
explicito, o problema entdo cai numa resolugdo do método implicito onde o lado

esquerdo da equagdo (7hs) , definido pelo método implicito, é:

lhs=af, ,  +b f, +c fi . (3.15)

onde
: -1(1 A+ “Af)
Grma QA=A

b= (1 +%(ch JRA+ rAt))
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* 1 1 . 1 2 .2
c ;== ——ryAt~50' J Al

Para a solugdo tanto do método implicito simples quanto para o Crank -

Nicolson (que cai num problema de resolugdo por método implicito) existem métodos
eficientes para a solugdo de sistema de equag¢des. Um método iterativo bastante
genérico € o SOR ( ou Successive Over-Relaxation). Este método é um refinamento do

método Gauss - Seidel. O método comega com a observagio de que:

VAT (| (3.16)

A equagdo acima nos diz que uma seqiiéncia de iteragdes f‘J 1Ira convergir

1

para f, , 4 medida que k& — co. Podemos pensar no termo Q’."” -~ f,’;) como sendo

ij
~ k . R

um termo de corregdo a ser somado em f;’ , para que ele convirja para o verdadeiro

valor f, .. Existe entdo a possibilidade de que a seqiiéncia convirja mais rapidamente

se corrigirmos os termos seguintes a medida que novos termos sdo calculados. Isto é

verdade se a seqii€ncia de iteragdes f,’; —> f,, monotonicamente com o aumento de £,

que € o caso de ambos os métodos Gauss-Seidel e SOR. Entdo, teremos:
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k% ksl % ok
Yo = rhs; —a, 2 ~C i (3.17)
bj
15 = 1ol - 1L (3.18)

onde @ € o pardmetro de corre¢dio ou relaxamento. Vale notar que o algoritmo SOR

converge para a solu¢do correta desde que o pardmetro esteja entre os limites

O<w<?2 .

O processo inteiro ¢ repetido (iterado) até que uma medida de erro se torne

suficientemente pequena, de modo que ndo sejam necessarias mais iteragdes. O valor

k+1
J

obtido para f;"" € considerado como o valor verdadeiro de f,

;- Existem inGmeras

medidas de erro que podem ser utilizadas, como por exemplo’:
+ 12 +
RS G

O algoritmo SOR ,da maneira como foi apresentado acima, ¢ aplicavel somente

para o caso da opgdo européia. Para que o algoritmo SOR possa ser aplicado ao caso

7P Wilmott, S. Howison and J. Dewynne. Op. Cit. Pp - 151.



da opgdo americana, devemos fazer uma pequena modificacdo, incluindo a
possibilidade de checar o exercicio antecipado. Deste modo, partindo das equagdes

(3.17) e (3.18) derivadas para o método de Crank- Nicolson , se iterarmos estas

equacgdes até que fik] convirja para f, , teremos a solugdo para a equagio de Black -

Scholes para op¢do européia.

No entanto, como foi visto anteriormente, ha necessidade de se checar o
exercicio antecipado para o caso americano. Neste ponto devemos checar se vale a

pena manter a opgdo ou exercé-la. Para tal, verificamos qual das situagdes tem o maior

valor, ou seja, a fungdio ganho dado o prego de exercicio e o valor do ativo naquele

momento, ou o valor da opgio:

15 = max( 1 + oyl ~ 15 ) pavoff) (3.19)

onde

payoff, = (S, - )  para opgio de compra

payoff , =(E~S;) paraopgdo de venda
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k+1

E importante notar que a restricdo € imposta a0 mesmo tempo que f;’ ;€

calculado. O efeito ¢ imediatamente sentido nas proximas iteragdes de /. Esta variagio

do SOR ¢ conhecido como SOR projetado. O algoritmo se transforma em:

kel % ok
ij-1 €t
*

ko
_rhsj a,

p k+1

Yij = A

s J

w5,

750 = max(£5 + oyt - £4 ) pavost, )

Para finalizar a apresentagio dos métodos numéricos, podemos ainda

acrescentar um recurso que o método das diferengas finitas oferece. Pelo fato de

i

estarmos trabalhando com diferengas , podemos extrair do problema o calculo de dois
pardmetros que sdo extremamente uteis na formagdo de portfolios de protecdo contra o
risco de mudangas repentinas no mercado. Estes pardmetros sdo chamados de hedges.
Eles medem a variagio do prego da opgio em relagio a varidveis de importancia para

0 problema, como por exemplo, o prego do ativo.

Existem dois pardmetros que podem ser tirados diretamente a medida que
fazemos o calculo do prego da opgdo: o delta e o gamma. O delta mede a taxa de

variagdo do prego da opgdo em relagdo ao prego do ativo:
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(3.20).

O gamma, por sua vez, mede a taxa variagdo do delta em relagio ao preco do

ativo:

Podemos ver estes pardmetros como derivadas. Assim, o delta seria a derivada
do pre¢o da opgéo em relagio ao prego do ativo (inclinagio) e o gamma seria o efeito

de segunda ordem, portanto, a derivada da segunda (curvatura). O gamma pode ser

escrito como :

Ff
rzg (3.21)

Usando diferengas finitas, podemos reescrever as equagdes (3.20) e (3.21)

respectivamente das seguintes formas:

A = ~fj«ul - f J 8
J - ! Ew
) L . , . . S~ J-!
¥ Podemos também fazer uma média, assim o calculo do delta fica mais preciso: A ;=

2AS
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erﬂ + -1 "'2fj)

I (As)y

Outros parametros de hedge também podem ser calculados, como por

exemplo, o theta, que € a taxa de variagdo do prego da agdo em relagdo ao tempo. No

entanto,ndo iremos utilizar os outros pardmetros aqui neste trabalho, pois a maneira de

calcula-los ¢ analoga ao delta.
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IV - IMPLEMENTANDO O METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

Na presente se¢fo, apresentaremos uma aplicagdo do método das diferengas
fimitas a fim de ilustrar o processo, suas vantagens ¢ problemas que podem ocorrer.
Faremos, a seguir, uma analise de alguns resultados obtidos. Para tal, escolhemos uma
opgdo exotica que englobe varias caracteristicas interessantes de serem analisadas. A
opgdo a ser precificada sera uma opgdo de venda do tipo bermuda cujo ativo - objeto

sera uma acdo da Telebras.

Opg¢0es bermuda sdo opgdes que permitem o exercicio antecipado somente em
algumas datas especificas ou em alguns intervalos de tempo especificos. Uma opgio
do tipo bermuda tem caracteristicas tanto das opg¢des européia como americana. Isto
porque, em alguns periodos ela funciona como americana e em outros, como européia.
A op¢do bermuda , face a sua restrigdo ao exercicio em somente alguns periodos, é
mais barata do que a americana, mas permite maior flexibilidade que a européia. Esta
pode ser uma caracteristica atrativa para investidores que desejam maior flexibilidade
do que a disponivel numa opgdo européia, mas que nfo querem dispor de uma quantia

alta na compra de uma opg¢do americana .
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e Os parimetros’

Iremos inicialmente apresentar os pardmetros necessarios a resolugdo do
problema e mostrar algumas caracteristicas importantes que eles devem possuir para
que ndo haja dificuldades com a solugdo numérica. Estas caracteristicas sdo de suma

importancia para a covergéncia dos resultados, e podem se tornar um obstaculo a mais

a ser transposto.

e Volatilidade : (o)

E a volatilidade anualizada do ativo - objeto.

e Taxa de juros : (r)

Taxa de juros anual. Para o caso brasileiro, usamos a taxa cdi over , mas a

transformamos em taxa efetiva anualizada.

¢ tipo da opgdo

Ope¢éo bermuda de venda sobre agdo da Telebras.

? Alguns detalhes foram fornecidos por J. Dewynne.
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¢ Tempo para o exercicio : (7)

Deve ser medido em anos. Para o caso brasileiro usamos o numero de dias

uteis até o vencimento e o transformamos em anos.

e Prego de Exercicio : I

® Prego maximo do ativo a ser considerado: (smax)

Este deve ser aproximadamente 3 vezes o prego de exercicio da op¢io a ndo

ser que a o7 seja muito alto. Se a o7 for muito alto (maior que 1) entdo

smax deve ser aumentado em propor¢do com vo’7 .

e Numerode AS: (ns)

Vinte por unidade de prego de exercicio gera resultados bastante precisos, no
entanto, pode diminuir a velocidade do processo de solugdo. Duas vezes o smax

¢ suficiente para bons resultados.

e Numerode Ar :(nt)

120 por unidade de of ¢ suficiente. Aumentar o numero de iteragdes melhora

a precisdo, mas diminui a velocidade do processo. No entanto, se for



i

49

necessario aumentar o namero de iteragdes, deve-se aumentar o numero de AS

e Ar de forma que a razdo (ns)’ df mantenha-se constante.

e Fator de relaxamento para método SOR : (@)

Existe um valor 6timo para @ que esta entre 1 e 2, que minimiza o numero de
iteragdes para o procedimento SOR. No entanto, encontrar este valor 6timo ¢é
um problema mais complexo que depende dos pardmetros numéricos e

financeiros do problema.

Uma regra de bolso ¢ usar um valor proximo de 1 e este valor deve ser

aumentado a medida que o nimero de AS aumentar.

e Fator de tolerincia de convergéncia para o métodos SOR. (10l

Este valor representa a tolerdncia do método SOR. O método continuara a
iterar enquanto o erro for maior que este fator de tolerancia. Tipicamente um

valor proximo de 0.00001 deve ser suficiente.

e Relagdo entre AS e Ar

Esta ¢ uma relagdo importante para a estabilidade da solugdo numérica. No

caso do método explicito, esta raziio deve ser 0 < Ar/(AS)’ <1/2. O método



implicito ndo exige que a razdo Ar/(AS)’ esteja compreendida entre 0 ¢ V4,
no entanto, vemos que ela ¢ de suma importdncia para a convergéncia do
método. A medida que aumentamos no numero de ASe Ar, esta razio deve
ser mantida constante. Esta regra de bolso aumenta consideravelmente a

precisdo do método.

e O problema

O problema da opgéo bermuda de venda ¢ dividido em duas partes: a parte
em que ndo ¢ permitido o exercicio antecipado ¢ nesse caso ¢ igual ao de uma
opgdo européia de venda e a parte onde € permitido o exercicio antecipado ¢ o

problema se resume numa opgdo americana de venda. Logo:

B Periodos em que néo ¢é permitido o exercicio antecipado :

a1, 2§2P aP
-5+'2“O'S 7 +rS$2——

rP=0
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com

POy=FE, P(S,t)>0 quando S >

P(S,T) = max(E - S.0)

B Periodos em que o exercicio antecipado € permitido;

+—0?%8? +1rS rP <0

P=E-S : pe

3

a1 P P
a a?

naregido 0<S<S,(1) e

> 1, P p
P>FE-S ,34-‘2“0'5' = +T’S§—rP=O

na regido S, (1) <S <.

51
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Eonde S=S5,(7):

>
P(S,(0.0)= max(E =S ,(0,0) . (8,00 =1

e Solucio Numérica

Para fazermos a solugdo numérica usaremos o método de Crank - Nicolson por
ser 0 método que ndo apresenta problemas de instabilidade e ser o mais preciso

numericamente como foi apresentado na se¢do anterior.

Inicialmente, fazemos uma aproximac¢do da equagdo de Black - Scholes em
tempo discreto. Como foi dito anteriormente, no método de Crank - Nicolson fazemos
uma média das equagdes (3.7) ¢ (3.12) . A solugdo numérica € encontrada a partir da
solugdo das equagdes (3.14) e (3.15). A equagdo (3.14) nada mais ¢ do que o método
explicito e, por isso, sua solugdo € direta. Ja a equagdo (3.15) representa a parcela

implicita do problema; ela gera um conjunto de relagdes entre as variaveis nos
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levando a um sistema de equagdes a ser resolvido. Para sua solugdo foi apresentado o

método iterativo SOR (ou sua versdo para o caso americano SOR projetado).

Para o caso da opgdo bermuda iremos usar ambos os métodos (SOR e SOR
projetado). Assim, nos periodos em que for permitido o exercicio usaremos SOR

projetado e nos outros o SOR. Portanto:

i & * kel * ok
2 w1 hs; —afi 0 = tim
- Yi; & b

J

Se o exercicio for permitido:

Fi = max( £ + oyt - £ ) pavotf,)

i

onde payoff, =(E-=S))

Sendo:

K+l k K+ k
fij :-fllj+w6/ij 'fivj)
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Este método ¢ iterado intimeras vezes até que f,* — f,, . Quando um valor,
com um erro toleravel for alcangado, movemos-nos na malha para o proximo intervalo

de tempo.

Comegamos o processo usando a condigéo final do problema , onde o valor de

uma opgio de venda bermuda na data 7 é max(E — S;,0) onde S, € o valor da agdo

nesta data. Logo:

fm’j = max(E — jAS,0) onde j=01,...,ns. (4.0)

O valor da opgéo de venda quando o preco da agdo for zero € o proprio prego

de exercicio £ :

fio=F onde i ~0.1....,nt. (4.1)

Ja o valor da opgdo de venda tende a zero quanto o prego da agdo tende a

infinito. Aproximamos entdo para:

Sins =0 onde i=0,1,...,nt, (4.2)
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As equagdes (4.0), (4.1) e (4.2) definem as trés extremidades da malha da

figura 3.0, onde S =0, S = smax, t = T.

Com as equagdes (3.14) e (3.15) e usando os métodos SOR e SOR projetado a

cada iteracdo, resolvemos o sistema de equagdes que determina f, . Através de

indugdo retroativa determinamos os valores de todos os pontos até que se chegue na
extremidade esquerda da malha onde ¢ = 0, ou seja, na data presente e obtemos os

valores das opgdes para varios pregos de opgdo S, onde 0 < § < smax.

o Resultados™®

Consideramos como dados do problema, uma opgdo bermuda de venda sobre

acdo da Telebras, com os seguintes parﬁmetros”:

B preco do ativo : 158.0

B Volatilidade : 30 % ao ano

' A convengio utilizada para identificar as opgdes bermuda é:
berm3 : opgio bermuda com exercicio antecipado permitido durante o 3°. més
berm6: opgdo bermuda com exercicio antecipado permitido durante o 6”.més
berm9: opgdo bermuda com exercicio antecipado permitido durante o 9°. més
berm369: opgdo bermuda com exercicio antecipado permitido durante o 3,6,9 meses.

"' Os parametros do ativo bem como da opgio foram coletados do mercado no dia 23/06/97
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B Prego de Exercicio : 158.0

B Tempo para o exercicio : 1 ano ( ou 261 dias uteis). Ou seja, 0 vencimento

se da no dia 23/06/98.

W Taxade juros ( cdi over ): 2.2 %

B Prego maximo do ativo (smax) - 474

B Nuamero de AS: 948

® Numero de Ar: 250

As opgdes bermuda utilizadas permitem o exercicio antecipado durante
um certo periodo de tempo. A tabela 4.0 mostra os resultados obtidos' para
uma faixa de pregos de ativo. E importante notar como os valores das opgdes
bermuda se situam entre a européia e a americana. Outra caracteristica
interessante é que quanto mais direito de exercicio antecipado se da a opgdo (
isto ¢, quanto mais meses ¢ permitido o exercicio) , mais proximo seu valor

fica da op¢do americana correspondente.

12 Os resultados foram obtidos através da execugio de um programa em linguagem C de minha autoria.
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Tabela 4.0 - Resultados para as Op¢des Bermuda

Prego do ativo Européia Americana Berm3 Berm6 Berm9 Berm369 Berm69 Berm678

0 130.486 158.000  153.471 146808 140541  153.471 146.808 146.808
50 80.492 108.000 103.471 96808  90.541 103.471 96.808 96.808
100 34.149 58.000 53479 47188  41.920 53.486 47.240 47.240
110 27.033 48.000 43556 37983  33.583 43.607 38.098 38.097
120 21.002 38.000 33.950 29631 26.268 34.145 29.831 29.826
130 16.046 28.000 25179 22434  20.100 25.642 22717 22.704
140 12.082 19.515 17.833 16543 15085 18.594 16.884 16.861
150 8.084 13.647 12223 11.941 11135 13.173 12.302 12.271
151 8.716 13.169 11.757 11547 10.794 12.717 11.907 11.876
152 8.456 12.708 11307 11164 10461 12.275 11.524 11.492
153 8.202 12.263 10.874  10.792  10.138 11.847 11.152 11.118
154 7.956 11.833 10456  10.431 9.823 11.433 10.789 10.756
155 7.715 11.419 10.053  10.081 9.517 11.032 10.438 10.403
156 7.482 11.020 9.665 9.741 9.219 10.645 10.096 10.061
157 7.255 10.634 9.292 9.411 8.929 10.271 9.765 9.729
158 7.034 10.262 8.933 9.092 8.648 9.908 9.443 9.407
160 6.610 9.557 8.256 8.482 8.108 9.222 8.827 8.790
180 2511 3.284 2.642 2.895 2.956 3112 3.090 3.056
200 1.798 2.298 1.848 2013 2.086 2.166 2.158 2.130
250 0.325 0.386 0.325 0.334 0.354 0.356 0.356 0.349
300 0.058 0.066 0.058 0.058 0.060 0.060 0.060 0.059

-
B

Esta caracteristica pode ser melhor vista na figura 4.0, que mostra um grafico

§ dos resultados obtidos da tabela 4.0.

Ja na andlise do delta apresentado na figura 3.1, pode - se perceber que a
“opgdo americana tem sua curva do delta mais inclinada, dificultando as operag¢des de
hedge no mundo real. Desta forma, quanto maior a regido de exercicio antecipado,

mais dificil de se replicar dinamicamente uma opgdo bermuda.”"

B F. Gongalves e A A Souza. (1997) “Pricing of Bermuda Style Options with Variable Strike Schedule
with na Application to IBOVESPA Options”. Emergin Markets Quarterly.
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Como uma extensdo a analise do delta, podemos aplicar a mesma conclusdo
com relagdo ao gamma, como pode ser visto na figura 4.2. Como podemos ver o

gamma ¢ muito mais sensivel a medida que nos aproximamos do caso americano.

Podemos concluir que a opgdo bermuda ¢ usada em seguros de portfolios. Isso
porque ¢ mais barata que a opgdo americana, mas ainda mantém alguma flexibilidade
de exercicio antecipado, se tornando atrativas para investidores que tenham um
horizonte de ganho fixado, ja que os mesmos podem fixar as datas para exercicio

. . 14
antecipado como melhor lhe convém.

OPGAO BERMUDA DE VENDA

Valor da Opgéo

338 |

442 |

390 1
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364 |
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Americana

~ Eropéia

Figura 4.0 - Valor da opgdo de venda Bermuda .

" F. Gongalves e A A Souza. Op.cit.
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Analise do Delta

bbb bbb
888 8387T¢
N N ™ m',ﬁ/m < <
v,r
N
] '
=
Q
a
o
©
8
(]
>
42 - :’
Preco do Ativo
——— Européia Americana Bermb Bern8 Bern369
Figura 4.1 - Valor do delta da opg¢io Bermuda de venda .
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Figura 4.2 - Valor do gamma da opg¢o Bermuda de venda .
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V - CONCLUSAQO

Concluimos, portanto, a apresenta¢do do método das diferengas finitas
como uma metodologia bastante genérica de precificagdo de opgdes extraida de
conceitos fundamentais no campo dos derivativos. Com o método das diferengas
finitas somos capazes de precificar qualquer op¢do que dependa apenas do tempo ¢ ¢
do prego do ativo S a partir da equagio diferencial parcial de Black - Scholes.”
Vimos que o que define as caracteristicas de cada opgdo que obedece a edp de Black -
Scholes sdo as condigdes final € de contorno. A partir dai, o problema esta posto. Com
os métodos numéricos mostrados ( explicito, implicito e Crank - Nicolson) fazemos
uma aproximagdo em tempo discreto para a edp de Black - Scholes e a resolvemos

com a utilizagdo de tais métodos.

Os métodos numéricos apresentados sdo bastante utéis ndo s6 na precifica¢io
de opgdes mais simples como a opgdo europeia ou a americana mas, como foi dito
acima, se aplicam também na precificagiio de opgdes exoticas. E neste campo que tais
métodos se mostram efetivamente eficazes dado que a maioria das opgdes exoticas nio
possuem solugdo fechada para sua precificagdo. Apresentamos um exemplo de como
seria a precificagdo de uma opgdo exdtica, mais precisamente, de uma opgdo bermuda

de venda, de forma a ilustrar bem todos os passos da resolucio.

O método utilizado foi o Crank - Nicolson por ndo ter problemas de

estabilidade bem como ser o mais preciso, apesar de que ele é,computacionalmente,

" Se incluirmos dividendos ou o ativo se tornar o Futuro usamos variantes da edp de Black - Scholes.
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mais exigente. Como vimos, a cada iteragdo temos que resolver um sistema de
equagdes, o que torna a resolugdo mais lenta. Portanto, o que evidenciamos é que
existe um “frade - off”’® entre estabilidade ¢ menor esforgo entre os métodos
implicito e explicito, respectivamente. No entanto, apresentamos um método de
solugdo de sistema de equagdes bastante utilizado, o método SOR, para facilitar a
resolucdo de tais sistemas. Apesar de existirem outros métodos de solugdo de sistemas
como, por exemplo, o método de decomposigdo LU, resolvemos mostrar apenas o
método SOR, por ser mais genérico e aplicavel ao problema da opgiio americana, o

que ndo acontece com o método LU.

Por fim, mostramos que também podemos calcular os parAmetro de hedge a
partir da malha construida, o que é um processo direto e que nos é muito util na

determinagdo de portfolios de opgdes para protegdo contra o risco.

Os métodos numéricos sdo bastante flexiveis para a inclusio de mais
pardmetros de dependéncia. Neste caso, os métodos sdo bastante eficazes ¢ a malha
construida se torna n - dimensional. Um exemplo disso sdo opgdes de renda fixa onde
ha dependéncia em mais de dois pardmetros, com por exemplo, a taxa de juros além do

prego do ativo e do tempo.

16 ; . . N
Traduz - se por troca. Mas a palavra ¢ conhecida e usada em inglés.



VI - APENDICE

Para a transformagdo da taxa de juros cdi over em taxa anualizada usamos a

seguinte formula:

| (1+cd{)"d"
&l 3000

r

% onde ndu ¢ o tempo para o exercicio em numero de dias uteis e 7' tempo para o

exercicto em anos:

ndu
252

- Os dados do problema apresentado no capitulo IV, ja devidamente

transformados séo :

e volatilidade = 0.3

e Tempo para o exercicio = 1.035714

e Preco de exercicio = 158

62
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Taxa de juros = 0.184732

Numéro de AS =948

Numero de Ar =250

Smax = 474

AS =0.50

Ar =0.004143
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