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Questao 1:

Resolva os seguintes problemas de maximizagao sujeita a uma restrigdo (ou seja, monte o La-

grangeano, ache as condigdes de primeira ordem e encontre os valores 6timos das variaveis de escolha):

(a) Maximize z = zy sujeito a x + 2y = 2
(b) Maximize z = (y + 4) sujeitoa z +y =8

(c) Maximize z = x + 32 sujeito a z +y = 6

R:

a) max xy s.a r + 2y = 2
L =zy+ ANz +2y—2)

CPOs:

0L 0L
78x7y+)\70 (1) —BA—er?y—?—O
0L

De (1) e (2) temos que x — 2y = 0 e usando (3) temos que z =1 e y = 1/2.

b) max z(y+4)sax+y=38
L =zy+4)+Nz+y-—38)

CPOs:



0L 0L
- = 4+1=0 4 = = —8=0 6
5 —YTAT (4) oy — 2ty (6)
0L
—-— = A=0 )
9y x4+ (5)

Por (5) temos que A = —x, substituindo em (4) temos que z —y = 4 e utilizando (6) temos que

r=6ey=2.
c)
Repare que com a fungio z = z+y? tera curvas 81

de nivel concavas, de forma que nao sera adequado
utilizar maximizacao por Lagrange, pois teremos
uma solucao de canto.
Comparando a possibilidade de consumir ape- >

nas X ou apenas y temos que:

2=6+0>=6

2=0+6%=236

Ou seja, o 6timo aqui sera ¢ =0 e y = 6.

Questao 2:

O Sr. Winston gosta de consumir charutos (c) e whisky (w) de acordo com a fungao de utilidade
U(e,w) = 30c — 3¢ + 36w — 6w?. Considere as seguintes situacdes e mostre sua resposta ao que se
pede.

(a) O Sr. Winston é um consumidor extremamente rico e ndo se preocupa com os custos
da aquisi¢ao dos dois bens. Qual a quantidade de charutos e whisky que ele consome?

(b) Certo dia, o Sr. Winston vai ao médico que recomenda que a soma de charutos e
whisky que o Sr. Winston consome nao deve ultrapassar 5. Qual o consumo de cada bem
se a restricao médica for atendida?

(¢) Suponha agora que o Sr. Winston nao é rico e possui renda igual a m. Se o prego do
charuto é $25, qual deveria ser o prego do whisky para ele consumir a mesma quantidade

de charutos e whisky do item (b)? Qual a renda do Sr. Winston?



a) max 30c — 3c? + 36w — 6w?

CPOs:

c: 30—3¢c=0—c=5

w : 36—-15w=0—w=3
b) max 30c — 3c¢? + 36w — 6w sac+w<5s

& =30c — 3¢® + 36w — 6w? — A\(c+w — 5)

0% 0%
0L

Utilizando (7) e (8) temos que: 30 — 6¢ = 36 — 12w — —6¢ + 12w = 6. Solucionando um sistema

junto com (9) temos que w =2 e ¢ = 3.

¢) max 30c — 3¢ + 36w — 6w? s.a 25¢ +pw < m
&L = 30c — 3¢® + 36w — 6w? — \(25¢ + pw — m)

CPOs:

0L 0L

S =30—6c— 250 =0 (10) Sy = ~2e—pwtm=0 (12)
0L
— =36—12w—p\= 11
S 36 w—pA=0 (11)
Utilizando (10) e (11):
30—6e 3612w ~25(36 — 12w)
2% p P="30 — 6¢)



Substituindo w =2 e ¢ = 3:

_25(36 - 12.2) 2512

= 25
(30 — 6.3) 12

Para encontrar a renda, basta fazer 25.3 + 25.2 = m — m = 125.

Questao 3:

Um consumidor possui uma funcdo de utilidade u(z1, 29) = (x122)"/2. Dado que o preco do bem
1 é 2, oprego do bem 2 é 5 e que o consumidor tem 30 de renda:
(a) Calcule a escolha 6tima do consumidor.
(b) Suponha que o governo introduza um imposto de 2 sobre cada unidade do bem 1
consumido. Calcule a nova escolha 6tima do consumidor. Como a escolha 6tima foi
afetada pelo imposto?
(¢) Suponha agora um imposto de renda que tenha a mesma arrecada¢do que o imposto
introduzido em (b). Trocando-se o imposto sobre o bem por esse imposto sobre a renda,
qual serd a nova escolha 6tima do consumidor?
(d) Com qual dos impostos, (b) ou (c), o consumidor estd numa melhor situagao? Fornega
a intuigdo econdmica para esse resultado.
(e) Um consumidor com renda m = 10 tem fungao de utilidade U(z,y) = 0,5In(x) +
0,5in(y). Suponha que p, = p, = 1. Explique o que ocorre com a TMS(x,y) se o

consumidor mover-se do ponto (z,y) = (4,6) para o ponto de 6timo? Qual a hipotese

sobre a fungao de utilidade que esta por tras da sua resposta?

a) Fazendo o exercicio de forma genérica:

max :U?xg s.a p1x1 + pexra < m

& = mff‘:cg — A(p1x1 + pare — m)

0L o 0L

B o 1:1:5 —Ap1 =0 (13) N T TPt pato +m=0 (15)
0Z o B

Tm:ﬁxlx/g L Apa=0 (14)



Dividindo (13) por (14):

az® e\ ox
B Ap1 Bz p2

azapr = fripr (17)

Substituindo (16) em (15):

B
p1x1 + aplifl =m

(1+B/a)p1e1 =m
_ 1 m
T 1+ Bapy

a m
a+Bp

I

xTr =

E substituindo z; em (16):

a m
—P1
a+ Bpr

8 m

a+ Bps

azripy =

E substituindo os valores, temos que:

b) Imposto de $2 / unidade sobre o bem 1: p) =p1 +t=2+2=14

Substituindo nas fungdes de demanda: =} = 0,5 % = % exh=0,5 % = 3.

Como trata-se de uma relagdo de preferéncias Cobb-Douglas, onde o individuo gasta proporgoes
fixas da sua renda com cada bem, um aumento de preco do bem 1 nao afeta a quantidade consumida

do bem 2, mas diminui a quantidade do bem 1.

c) Imposto de renda com a mesma arrecadagao do imposto anterior.

Como o imposto anterior cobrava $2 por unidade do bem 1 e o consumidor demandava 15/4 unidades,

o total da arrecadagao anterior era T' = 2 x 15/4 = 15/2,

Assim, a renda do consumidor ap6s pagar o imposto se torna m” =m — T = 30 — 15/2 = 452,



Substituindo em x1 e xo:

15 45
//:0 57 — =
Iy 5 92 ]
45/2 9
h=0,5— =2
Lo ) 5 4

d) Com qual imposto o consumidor esta em uma situagao melhor?

Para vermos isso podemos colocar os valores de x1 e 9 consumidos em cada caso:
U(X],2h) = (19/4)%°(3)%° 23,35 Ul(af,25) = (49/)"°(9/0)* = 3,56

Assim, o consumidor estara melhor com o im-
posto sobre a renda. Pois o imposto de renda
que arrecada a mesma receita que o imposto so-
bre quantidade sempre vai permitir que vocé com-
pre a cesta 6tima desse imposto, mas também vai
abrir outras possibilidades de escolha, sendo sem-

pre melhor ou igual para o individuo.

Com uma utilidade U(z,y) = 0, 5lnx + 0, 5lny

temos uma taxa marginal de substituicao:

8U/6x
8U/@y

0, 5/$
0, 5/y
Y

X

TMS = —




Sabemos que no 6timo a TMS serd igual a razao dos precos, de forma que, com p, = p, = 1:

TS =-Y = P2_ =
X

r=1Yy

E, substituindo isso na restricao orgamentaria temos:

x+y=10
z+x=10
r=2>5
Yy=25

Olhando para o valor da TMS no ponto (4, 6):

TMS=-Y=-2=_15
xr

6
4

Assim, quando passamos do ponto (4,6) para o ponto (5,5) a TMS passa de -1,5 para -1, se
igualando a —p=/p, (inclinagdo da restrigdo orcamentéria) que é a taxa de troca em vigor no mercado.

A propriedade da func¢ao utilidade que permite que isso ocorra é que ela representa preferéncias
estritamente convexas (repare que essas preferéncias sdo uma transformagao monotonica positiva de
preferéncias Cobb-Douglas) e, portanto, seu 6timo sempre serd um ponto de interior (e ndo uma solugao

de canto).

Questao 4:

Escreva uma expressao para o multiplicador de Lagrange utilizando as CPOs do problema do
consumidor para cada bem? Ofere¢ca uma interpretagao para esse multiplicador. (Dica: pense no

significado do numerador e do denominador.)

R:

Fazendo a solucao de um problema de maximizagao de utilidade sujeito a uma restricao orgamen-

taria genérico com solugao interior:

max U(x1,x2) s.a p1x1 + poxe <M

Z = u(z1,22) — M(p171 + 22 — M)



CPOs:

0L  0U(x1,x2) B 0L B
o = om Ap1 =0 (18) N P11 T pate +m =0 (20)
0% _ 8U(m1,x2) . )\pz -0 (19>

8.%'2 8.7}2

Utilizando (18) e (19) temos:

o 8U($1, xz) 4
B} P1 02 )

1 oU(x1,x 1
A = 7( 1,72) X
Olhando para os dois termos que compoe as equagoes, o primeiro nos da a utilidade marginal de
x;, ou seja, o quanto ganhamos de utilidade quando aumentamos infinitesimalmente a quantidade de
x;. O segundo termo ird pegar esse valor e dividir pelo prego de x;. Assim, A representa o ganho de

utilidade quando aumentamos o gasto do individuo em x;.

Esse valor € igual para x1 e o quanto estamos no 6timo pois, caso fossem diferentes, o individuo

poderia aumentar sua utilidade trocando o consumo de um bem pelo de outro.

Observe também que, utilizando a utilidade indireta V(p1, p2, m):

0U(ZL’1,$2) 8V(p17p2am) om _ 8V(p17p27m)

dr. om  om om M
E assim, temos:
A\ = av(p17p27m) X pp X i — av(p1>p27m) X pg X i
om D1 om p2
_ (9V(p1,p2,m) _ av(phanm)
om om

Ou seja, o multiplicador de Lagrange pode ser pensado como a utilidade marginal da renda.

Questao 5:

Um solitario morador de uma pequena ilha do Caribe se depara com a decisao de utilizar parte da
ilha para cultivar alimentos (A). A &4rea restante da ilha (F) é preservada de forma natural, provendo
servigos florestais como sombra, dgua doce e produtos silvestres. As preferéncias desse morador em
relacdo a alimentos e produtos florestais sdo descritas pela funcdo de utilidade U(A, F) = AYF1=,
onde 0 < a < 1. O montante de tempo disponivel para o cultivo e preservacao ambiental é normalizado

em 1 para simplificar.



CPOs:

0Z

(a) Considere o caso em que os custos de preparagao das areas de cultivo (A) e de protecao
ambiental (F) sejam idénticos e iguais a 1, estabelecendo uma restri¢ao de tempo do tipo
A+ F = 1. Qual sera a escolha 6tima de area de cultivo e protecao ambiental nesse caso?
Represente a escolha 6tima graficamente.

(b) Suponha agora que, quando o nosso morador chegou na ilha, ji existia uma pequena
area cultivada a < a. O custo de expansao por unidade de area cultivada além de a é
p > 1. Considerando os demais custos iguais a 1, represente graficamente a nova restrigao.
Caracterize a nova escolha 6tima.

(c) Considere agora o caso onde ja havia uma grande area desmatada, com f < 1—. O
custo de reflorestamento por unidade de area além de f é ¢ > 1. Considerando os demais

custos iguais a 1, represente graficamente a nova restricao. Caracterize a nova escolha

0.2
oF

6tima.
max A“F!1= s.a A+F=1
L =AF'"" - MA+F-1)
07
_— = a—1 1-a — = _— = — =
9A aA*TF A=0 (21) B\ A+F—-1=0 (23)
=(1-a)AF =)= (22)

Utilizando (21) e (22):

QAIF1I=0 = (1 — @) AF—°

|

—
|
Q

eS|
Il
N e



Substituindo em (23):

® FrF=1
11—«
1
F= o +1—a
11—« 11—«
F=1—-«
Logo:
A=Y F
l—«o
o
A= 1-—
1—04( @)
A=«
A
b)

Aqui, temos dois pregos distintos para quantidades diferentes de A, para unidades menores que a

temos que o prego é igual a 1 e para todas as unidades adicionais o prego sera p > 1. Assim, a nova
restricao or¢amentaria seréa:

a+p(A—a)+ F=1 seA>a

A+F=1 seA<a

Observe que, como a < «, a quantidade 6tima consumida anteriormente nao estd mais disponivel

para o consumidor. Assim, sua cesta 6tima se dard em um dos dois casos apresentados graficamente

10



acima: ou seu consumo se dard tangenciando a restricdo orcamentaria em um ponto onde A > a, ou
teremos uma solugao de canto em A = a.
Podemos encontrar o valor 6timo assumindo que A > a e encontrando a condi¢do para que isso

seja verdade. Assim resolvemos:

max A®F1= s.a a+p(A—a)+F=1

L =AF7 _XNa+pA—pa+F—1)

CPOs:
0L 0%
— =AY IRl \p = 24 = = A— F—1= 2
54 = Ap=0 (24) =@ +pA —pa + 0 (26)

Isolando A em (25) e substituindo em (24):

QAT Y — (1 — a) A F

o (1-a)

pA

Isolando pA em (26) e substituindo:

Substituindo F' em (26):

1—pA—(1—a)1 - (1-pa] - (1-pla=0
pA=1—(1-a)—a(l —pa

_ ol = (1 —p)g]
p

A

11



A condicao para que esse resultado seja realmente o valor 6timo é que A > a, ou seja:

afl - (1 -p)a]
p
a—a(l—p)a>pa

>a

a(l—a) > (1 - a)pa
a(l —a)
P a(l — a)

Caso essa condi¢ao nao seja valida, o 6timo é o valor de canto com A=ae FF=1—a.
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