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Questao 1:

Contas com Cobb-Douglas. Considere uma firma que produz o produto y através da fungao de
produgao f(z) = x‘fzg Seja wiy e wo o prego dos fatores e p o prego do produto final.
(a) Monte o problema de maximizacao de lucros da firma. Calcule a TMST. Encontre a
demanda pelos fatores.
(b) Monte o problema de minimizacao de custo da firma. Calcule a TMST. Encontre a
demanda condicional pelos fatores.
(¢) A minimizacao de custos é condigao necessaria e suficiente para garantir a maximizagao

de lucros. Essa afirmacao é verdadeira ou falsa? Justifique usando a resposta dos itens

anteriores.
R:
a) max pf(xy,r2) — w1y — waly
T1,T2
max px‘fa:g — W11 — Wals
T1,T2
CPOs: a—l b
xy apr{ w3 —w1 =0 (1)
. b a b—1 _
T priTy = —wy =0 (2)

Rearranjando e dividindo (1) por (2) para encontrar a TMST:

_aprilaf _ wn
bpm‘f:cgfl w2

a—1_b
TMST = -1 T2 D1
bx{x, w2

Para encontrar a demanda por fatores iremos multiplicar (1) por z1 e (2) por xs:



(1) x a7 : (apz®tal — wi)zy = 0z (2) x o : (bpa§ab™ — wy)xs = Oxy
aprlzh —wizy =0 bpxlah — woxy = 0

apy —wix; =0 bpy — waxe =0

- -

Assim, temos expressdes para r1 e xo em funcdo dos precos e de y e podemos substitui-las na

)
()
©)

funcao de producgao:

=
N

a
a

Assim, temos uma expressao para y em fungao apenas dos pregos, e podemos substitui-la nas em

x1 e xo encontrados anteriormente para conseguirmos as demandas pelos fatores:

1

AN AN gy = B[ ()" ()
Cow [\ w2 27w [\ w1 wa

b) . a b __
min wix1 + waxs S.a TiTy =Y
1,22
L = wizy + wazre — Nx{zh — y)
CPOs:
0% . 0L a
6751 = w1 — Aaxy 1338 =0 (3) BN = _xlxg +y=0 (5)
0% a b

Rearranjando e dividindo (3) por (4) para encontrar a TMST:

_apriTlal __wn
bpatah ! w2
a—1_b
TMST = -1 T2 L
brixy wa

Para encontrar a demanda condicional por fatores iremos multiplicar (3) por z1 e (4) por xa:



L (4) x xg : Wo Xy — )\bx‘fxg_lxg = 0x9
zox1 = 021

(3) x a7 : wixr] — Aax]”
woxo — Aby =0
o

w2

wixy — Aay =0

Aay T2
T =—=
w1

Assim, temos expressoes para 1 € o em fungdo dos pregos, de y e de A e podemos substitui-las

em (5): A\ (A" _

w1 w9 =Y
I )\a—i- I e

v () ()
_ —p L
P P N o

w1 w9

Com essa expressao para A podemos substituir em z; e x2 e encontrar as demandas condicionais

pelos fatores:

—a —b7 —a —b7 L
O I o) S W U W N I Cao) S T U W )
w1 () wq w1 w2 w2
b —bp L —a a1 =%
a b atb 1 a b atb 1
@@ T @@
w1 wo w1 w2

c) Falsa. — E necessaria! Mas ndo suficiente!

A resposta da minimizacdo de custos ndo nos da a quantidade 6tima de y, apenas as demandas
otimas dos insumos dado y. Logo, nao é condigao suficiente.

E condicio necesséria pois nos da a quantidade de insumos 6tima para cada quantidade produzida.
Caso produzirmos y 6timo com outra quantidade de insumos, poderiamos diminuir o custo, e aumentar

o lucro, passando a demandar a quantidade étima.

Questao 2:

Apresente uma fungao de produgao f, um vetor de insumos z e pregos de insumos w tais que z é a
solucao do problema de minimizagao de custo para um determinado nivel de produto y, mas nao faz

parte da solugao do problema de maximizacao de lucro da firma para nenhum preco do produto.

R:

Aqui, podemos pensar em uma funcao de produgdo que possui retornos crescentes de escala, por
exemplo f(z) = zr1x2. Com uma fungao de produgao podemos calcular sua demanda condicional por
fatores, o que nos da, dado um valor de y e pregos dos insumos, o vetor de insumos 6timo. Utilizando a

demanda condicional por fatores encontrada na questao 1, letra b, e assumindo y =4 e w; = wg = 1:

3



Porém, como temos retornos crescentes de escala, sabemos que, se multiplicarmos a quantidade de
cada insumo por um valor ¢, iremos multiplicar a quantidade produzida por um valor maior que t, de
forma que esses valores encontrados nao sao o resultado da maximizagao de lucro, independente do

preco do produto. Calculando o lucro nesse ponto e o lucro caso aumente a quantidade de insumos:

II = py — wiz1 — ware I = p.(t.2)(t.2) — wy.(t.2) — wo.(t.2)
=p4—12-12 = p.A4t? — 2t — 2t
=4p—4 :4t2p—4t
=4(p—1) =4t(tp — 1)

Assim, teremos que II’ > II sempre que: ,
I >11

dt(tp—1) > 4(p—1)
t2p—t>p—1

Pp—t+1—p>0

Resolvendo essa equagao de segundo grau, t > 1 satisfara essa condigdo sempre que p > 1/2. Ou
seja, se p > 1/2, ter (y,x1,z2) = (4,2,2) ndo maximizaré lucro, pois poderad aumenté-lo aumentando
a sua producao. E, repare que, se p < 1/2, o lucro nesse ponto é menor do que zero: I =4(p—1) <0,
de forma que a empresa podera aumentar o seu lucro (ou diminuir o seu prejuizo) parando de produzir
e obtendo lucro zero.

Assim, o ponto obtido pela minimizacdo de custos nao faz parte do problema de maximizacao de

lucro da firma para nenhum preco do produto.

Questao 3:

Considere as seguintes fung¢oes de produgao:
(i) f(z) =21+ 2
(i) f(2) = min{z1, 22}

(i) £(z) = =42}



(a) Quais apresentam retornos constantes de escala?

(b) Calcule a fungdo custo e a demanda condicional por fatores para cada uma delas.

a) Retornos de escala:
(i) ftz) = (tz1) + (t22)

=t(21 + 22)

— Possui retornos constantes de escala.

(ii) f(tz) = min{tzy,tz9}

= tmin{z1, 22}

=tf(2)

— Possui retornos constantes de escala.

(iii) f(t2) = (t21)"(t22)"

= 197020 2b

=t""f(2)

—— Possui retornos constantes de escala se a +b = 1.

b)
(1) Substitutos Perfeitos:
Demanda condicional por fatores:
0 sewp > ws 0 sews > wy
7 = { 2 = {

Yy sew; < wy Yy sewy < wi

Fungao Custo:
C = w121 + Wez9

{ w1y se wp < wo

w2y Se wip > w2

=y min{wy,ws}

(ii) Proporgoes Fixas:

Demanda condicional por fatores:

21 =22=1Y



Fungao Custo:
C = w121 + wazz

= w1y + w2y
= y(wy + w2)
(iii) Cobb-Douglas:
Demanda Condicional por Fatores:
min wi 21 + wazs s.a x‘fxg =y

21,22

Como resolvido na questao 1.b:

b —b L —a a7 —+
) @) ] ) G
Tl = —_— _ ya+b To = —_— _ ya+b
wn w9 w1 w2

Fungao Custo:

C:w121+w222
) o) T e () "G o
— wl J— JE— ya+b + w2 JE— JE— ya+b
w1 w9y w1 w2
b a7
— (wiut) e | (2 AN e
(wiws) [(b> +<a y

Questao 4:

1/3 2/3

Considere uma firma com fun¢ao de producdo f(z1,x2) = 7' 25" e seja wy o prego do fator 1, wy

o preco do fator 2 e y o nivel de produto.

(a) Monte o problema de minimizagao de custos e obtenha as fungdes de demanda condi-

cionadas dos fatores no longo prazo.

(b) Calcule a fungao custo no longo prazo.

(¢) No curto prazo, o fator 2 esta fixo de tal maneira que To = 27/3 Supondo wy = wy = 1,

calcule o custo minimo de produzir 4 unidades do produto no curto prazo.

(d) Verifique que o resultado obtido no item (c) é igual ao valor da fungao custo no longo

prazo quando wi; = 1, wy = 1 e y = 4. Por que isso ocorre?

R:

a) Problema de minimizagao de custos no longo prazo, onde podemos escolher a quantidade de

todos os fatores:

. 1/3 2/3
min wixi + wakso s.a l‘l/ :62/ =
1,22

Y

L = wix1 + wazy — )\(1‘1/31‘3/3 — y)



Onde a resoluc¢ao do problema é a mesma feita para a questao 1 item b, com a =1/3 e b=2/3 de

forma que temos as seguintes demandas condicionadas de fatores:
1 3 2/3 2 3 72/3 1 A 71/3 9 3 1/3
=) ()l =) () b
wy w2 wy w2
() ()
= Yw0n Yy =\ - Yy
w1 w2

b) Funcao custo no longo prazo:

C = wiz1 + woxo

w9 *s 2w1 s
=wWilg, ) Y twa| — | ¥
w1 w9
w1/3w2/3 1/3 2/
1 3 3
= |: 122/32 +2 /Swl Wy ]y
= 27 + 2wy wily

c) Curto Prazo: Ty = 27/3

Com wy = wg = 1 o custo minimo de produzir 4 unidades é:

1/3 2/3
Ty Ty =

minwix; + woxs s.a Y
1

min z; + 273 s.a x1/3(27/3)2/3 =4
1

Isolando x1 na restricao temos:
3:}/3(27/3)2/3 —4

xr1 = 24/ 3
Substituindo na fungao custo:

C = w1T1 + W2

_ 94/3 | 97/3
d) Substituindo wy = we =1 e y = 4 na fungao custo de longo prazo encontrado na letra b:

C=[2""+ 21/3]w1/3w;/3y
= [27°8 4 2811y
— [272/3 + 21/3]26/3

— 24/3 + 27/3



Assim, o custo encontrado na letra ¢ é exatamente igual ao custo de longo prazo. Isso ocorre pois a
quantidade de x5 fixada no enunciado da letra ¢ é exatamente a quantidade 6tima que seria demandada

para aquele conjunto de pregos caso a firma estivesse produzindo aquela quantidade no longo prazo:

1/3
22(1,1,4) = (2 T 1) x 4

=21/3 x4

_ 27/3

Questao 5:

Uma firma tem duas fabricas com fun¢ao custo ¢1(y1) = yf/z e c2(y2) = y2. Qual é a fungao custo
da firma?
R:

Assumindo que o produto fabricado nas duas fabricas seja idéntico em todos os aspectos, menos

o seu custo, a firma ird dividir a sua produgao entre as fabricas de maneira a minimizar o seu custo

total:
minecy(y1) +c2(y2) s.a  yit+y2=y
Y1,Y2
2
. U1 _
min == 4+ yo s.a Yi+y2=y
y,y2 2
Y2
$=§+y2*)\(yl+y2*y)
CPOs:
0L 0%
—=1y1—A=0 6 == — = =0 ]
g~ V! (6) N yi—y2t+y (8)
0%
— =1-)X=0 7
902 (7)

Isolando A em (6) e (7):

Y1 = A=1
y1=1
Substituindo em (8):
Y=Yty
y2=y—1

Logo, a funcao custo da firma sera:



Isso ocorre pois a fabrica tem custo marginal igual a 1 independente da quantidade que ela esta
produzindo, enquanto a fabrica 1 tem C' Mg, = y1, que é crescente na quantidade produzida. Assim,
CMg; < Cmgs sempre que y; < 1, mas Cmgy; > CMgsy se y; > 1, assim, a firma ird produzir na

fabrica 1 até produzir y = 1 e depois passara a produzir na fabrica 2.

Questao 6:

Uma firma usa 4 insumos para produzir um produto. A fungao de producao é f(x1,xe,x3,14) =
min{xy, e} + min{xs, x4}
(a) Qual é o vetor de demanda condicional por fatores para produzir 1 unidade de produto
quando o vetor de pregos é w = (1,2,3,4)?
(b) Qual é a fungao custo?
(c) Essa tecnologia tem que tipo de retornos de escala?
(d) Uma outra firma tem fungao de producao f(x1,z2,x3,x4) = min{x; + x2,x3 + x4}.

Como mudam as respostas anteriores?

R:

a) Demanda condicional dos fatores se y =1 e w = (1,2, 3,4).

Podemos pensar em (x1,22) = a e (x3,24) = b como dois insumos, dado que, por aparecerem
conjuntamente dentro das fungdes minimo, eles sdo sempre utilizados em conjunto, ou seja, em valores
iguais. De forma que temos os seguintes pregos: w = (wg, wp) = (w1 + wa, w3 + wq) = (3,7). E a

funcdo de produgao se torna uma fungao de substitutos perfeitos:

f@) = f(a,b) =a+b

Logo, como w, < wp, a firma demandar apenas do insumo a, de forma que, para produzir y = 1 temos

a=1eb=0. Traduzindo aos insumos anteriores, temos (x1, z2,x3,24) = (1,1,0,0).

b) Funcao custo:
Com f(a,b) sendo uma func¢do de produgao de substitutos perfeitos, sabemos que a sua fungado
custo sera:
C:{ WeY Se Wwqg < Wp
WpY Se Wy > Wy
= ymin{wg, wp}

= ymin{w; + wa, w3 + wy}



c) Retornos de Escala:

Multiplicando todos os insumos por ¢ > 1:

f(tx) = min{tzy, txa} + min{tes, txs}
=t x min{xy, 2} +t X min{xs, x4}
=t x [min{z1, x2} + min{xs, x4}]
=tf(x)

— Retornos Constantes de Escala.

d) Assumindo a fun¢ado de producao: f(z1,x2,xs,z4) = min{z + x2,x3 + x4}.

(a) Demanda condicional de fatores se y =1 e w = (1,2, 3,4):

Como temos uma funcdo de producao de proporgoes fixas, sabemos que:
Y =1+ T2 = T3+ T4

l=z14+2x9 =23+ 24

Analisando cada equagao separadamente:

Primeiro temos x1 + x2 = 1, assim, se wy; < ws a firma demandari apenas do insumo 1, de forma
que x1 = 1 e zo0 = 0. Caso wy; > wsy a firma demandard apenas o insumo 2 e x1 = 0 e 9 = 1.
Como w1 =1 < wg = 2 temos 1 = 1 e zo = 0. Temos um caso analogo com z3 + x4 = 1: como
w3 = 3 < wg = 4 a firma demanda x3 = 1 e 4 = 0. Assim, o vetor de demanda de fatores é

x = (1,0,1,0).

(b) Fungéo Custo:

Chamando z1 + x2 = « e 3 + x4 = [3, podemos reescrever a fun¢ao de produgao como f(«, ) =
min{a, B}, que é uma fungao de proporgoes fixas tradicional. Assim, sabemos que sua funcao custo é:
C = (wo +wg)y. Como a = x1 +x2 € f = x3+ x4 temos que w, = min{wi, wa} e wg = min{ws, ws}
e a funcao custo se torna: ) )

C = [min{wi, w2} + min{ws, wa}ly

(c) Retornos de Escala: '

f(tz) = min{tx) + txo, tag + txg}
= min{t(z1 + z2), t(x3 + x4)}
=t X min{xy + w2, x3 + 24}
=tf()

— Retornos Constantes de Escala.
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